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Lois generates 
de I'electrocinetique 
dans le cadre 
de ^approximation 
des regimes 
quasi-stationnaires 




L’electrocinetique concerne l’etude du mouvement de particules chargees dans la 
matiere sous l’action d’un champ electrique. Dans ce chapitre, on definit les notions 
fondamentales comme le courant et la tension et on precise les lois generales de l’elec- 
tricite dans le cadre de 1’ approximation des regimes quasi-stationnaires. 



1. Mouvement des porteurs de charges 

1.1 Notion de charge electrique 

Certains corps sont susceptibles d’accepter ou de perdre des particules chargees : on 

dit qu’ils s’electrisent. On peut citer : 

• le verre qui, frotte avec de la soie, perd des electrons, 

• l’ebonite ou l’ambre qui, frottes avec une fourrure (par exemple une peau de chat), 
acquierent des electrons. 

L’ electrisation obeit a plusieurs lois qualitatives : 

• les corps electrises exercent des actions mecaniques : ils attirent par exemple des 
objets legers comme des petits bouts de papier (c’est ce type d’experiences mettant 
en evidence l’electrisation des corps qui a permis la decouverte de l’electricite des 
l’Antiquite), 

• 1’ electrisation peut se transferer d’un corps a un autre, 

• il existe deux types d’electrisation qui seront qualifies conventionnellement de 
positive et de negative, 

• deux corps de meme type d’electrisation se repoussent tandis que deux corps de 
type different d’electrisation s’attirent, 

• tout corps electrise peut attirer un corps non electrise. 



Chapitre 1 - Lois generates de l’electrocinetique dans L ARQS 



Ces resultats experimentaux s’interpretent par la notion de charge electrique obtenue 
grace aux travaux de Coulomb de 1785 et a la decouverte de l’electron en 1881 par 
Thomson. La charge electrique, qui caracterise le phenomene d’electrisation de la 
charge elementaire, est indissolublement liee a la matiere. 

La charge electrique est une grandeur scalaire positive ou negative verifiant les pro- 
prietes suivantes. 

a) Charge positive ou negative 

Elle peut exister sous deux formes qu’on qualifie de positive et de negative. Le choix 
de l’electron comme porteur d’une charge negative est purement conventionnel mais 
admis de tous. Une charge sera done positive si elle est attiree par un electron et 
negative si elle est repoussee par ce dernier. Ceci permet de satisfaire les phenomenes 
d’attraction et de repulsion observes experimentalement. 

b) Extensivite de la charge 

La charge electrique est une grandeur extensive dans la meme acceptation que celle 
qui sera adoptee en thermodynamique : la charge ne depend que de l’etat du systeme 
et elle est egale a la somme algebrique des charges elementaires qui la constituent. 

On peut formuler cette definition en considerant un systeme forme de l’association 
de deux sous-systemes, l’un de charge electrique q\, l’autre de charge electrique qo. 
La charge q du systeme est : 

q = qi + qi 



c) Conservation de la charge 

La charge electrique est une grandeur conservative au sens ou la charge electrique 
totale d’un systeme isole est constante au cours du temps. 

Les variations de la charge d’un systeme ne sont done dues qu’aux echanges avec 
l’exterieur. Pour un systeme isole, il n’y a ni creation ni disparition de charges, sa 
charge electrique ne varie pas. 

d) Existence d'une charge elementaire - Quantification de la charge 

Les lois de l’electrolyse decouvertes par Michael Faraday (1791-1862) s’interpretent 
par l’existence d’une charge electrique elementaire notee e qui vaut 1,6.10 -19 C ou 
coulombs. Le coulomb est l’unite de charge. 

L’ ensemble des experiences qui ont ete realisees a ce jour indique que toute charge 
electrique rencontree dans la nature est un multiple entier de cette charge, ce qui 
justifie le fait de parler de charge elementaire : 

q = ±Ze avec Z6N 
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Mouvement des porteurs de charges 



On introduit ainsi la notion de quantification de la charge electrique : celle-ci ne 
peut prendre qu’un certain nombre de valeurs qui sont les multiples de la charge 
elementaire. Cette idee de la quantification de la charge electrique est apparue lors de 
la decouverte de la structure de l’atome. La charge elementaire joue done le role de 
quantum pour les charges electriques. 

>- Remarque : A I'echelle macroscopique 1 , la charge apparaTt continue comme on le 
verra dans le cours d'electromagnetisme. 

e) Invariance de la charge 

La charge electrique est invariante par changement de referentiel galileen 2 : quel que 
soit le referentiel dans lequel on se place, la charge a toujours les memes caracteris- 
tiques. 

f) Convention de la charge 

Le fait d’attribuer un signe + ou un signe - a une charge ou a un porteur de charge est 
une pure convention mais il est important de s’y conformer afm que tout le monde 
parle le meme langage. 

1.2 Porteurs de charges 

a) Rappel sur les atomes 

La matiere est constitute d’atomes qui sont formes : 

• d’un noyau comportant : 

o des neutrons, particules non chargees, de masse m n = 1,675.10“ 27 kg, 
o des protons, particules chargees positivement par convention, leur charge 
etant la valeur de la charge elementaire q p = e = 1,6.10“ 19 C et de masse 
m p = 1,673.10“ 27 kg, 

• d’un cortege electronique constitue d’electrons qui sont des particules chargees 
negativement par convention et dont la charge est en valeur absolue la charge 
elementaire q e = — e = — 1,6.10“ 19 C et de masse m e = 9,109.10“ 31 kg 

Les atomes sont electriquement neutres : leur charge totale est nulle et il y a done 
autant de protons que d’electrons dans les atomes. 

b) Conduction metallique 

Les metaux sont des empilements reguliers d’atomes. La conduction metallique est 
liee a l’existence d’electrons dits libres ou electrons de conduction. Le phenomene 



1 Cette notion d’echelle sera reprise dans le cours de thermodynamique et d’electromagnetisme. 

“Voir cours de mecanique. 
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s’explique dans le cadre de la theorie des bandes qui est hors programme. 11 suffit 
ici de savoir qu’en moyenne un atome du metal conducteur comme le cuivre libere 
un electron de conduction. Ce dernier peut se deplacer 3 au sein du metal entre les 
differents atomes : il n’est pas lie a un atome d’ou le nom de libre qui leur est donne. 
Les porteurs de charge dans un conducteur metallique sont les electrons libres. 

c) Solutions electrolytiques 

Les porteurs de charge sont dans ce cas les ions. Les atomes decrits precedemment 
peuvent ceder ou gagner des electrons : on parle d’ionisation de l’atome. Les ions ainsi 
obtenus ont done par definition une charge non nulle contrairement aux atomes. 

On distingue deux types d’ions en fonction du signe de leur charge totale : 

• les cations qui ont une charge positive, ce qui correspond a une perte d’electrons, 

• les anions qui ont une charge negative, ce qui correspond a un gain d’electrons. 

La charge des ions est un multiple de la charge elementaire suivant le nombre d’elec- 
trons qui ont ete gagnes ou cedes. 

Il convient de noter que la matiere est globalement neutre conformement au principe 
de conservation de la charge. Le phenomene d’ionisation correspond a une modi- 
fication de la repartition des charges mais il n’y a ni apparition ni disparition de 
charges. 

d) Plasmas 

Les plasmas sont des gaz ionises a haute temperature composes d’ions positifs et d’elec- 
trons. Ces deux types de charges peuvent etre les porteurs de charge. Cependant, le 
plus souvent, les ions sont consideres comme immobiles du fait de leur masse tres 
superieure a celle des electrons. 

e) Semi-conducteurs 

Ce type de materiau est tres particulier au niveau de la conduction. On ne s’interesse 
ici qu’a la nature des porteurs de charges. 

On distingue deux types de porteurs majoritaires : 

• les electrons dans le cas des semi-conducteurs dopes N, 

• les « trous » qui correspondent a des lacunes d’electrons ou a un manque local 
d’electrons autour de certains atomes dans le cas des semi-conducteurs dopes P. 
Ces « trous » se comportent comme des charges pouvant se deplacer comme les 
electrons : on aura done un deplacement de charges positives. 



3 Nous reverrons ce phenomene au chapitre sur le mouvement des particules chargees lors de 1’ etude de 
la loi d’Ohm. 
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Globalement on a vu comme porteurs de charge : 

• des electrons, 

• des ions, 

• des trous. 

Nous allons maintenant nous interesser a leur mouvement. 

1.3 Mouvement d'agitation thermique ou mouvement d'ensemble - courant 
electrique 

On verra dans le cours de thermodynamique que toute particule est soumise au phe- 
nomene d’agitation therniique. 11 s’agit d’un mouvement desordonne aleatoire qui 
reste local : il n’y a pas de mouvement d’ensemble au sens ou les particules se depla- 
ceraient toutes de la meme maniere. Les porteurs de charges comme toute particule 
microscopique sont soumis a ce type de mouvement. 

A ce mouvement d’agitation thermique peut se superposer un mouvement d’en- 
semble sous une action exterieure dont l’origine peut etre diverse : champ de gravita- 
tion, champ electrique, etc. Sous cette action exterieure, toutes les particules subissent 
la meme force et se deplacent par consequent de la meme maniere. Lorsque les parti- 
cules sont des porteurs de charges, leur mouvement d’ensemble provoque un depla- 
cement de charges electriques qu’on appelle courant electrique. 

En electrocinetique, on ne considere cependant pas tous les courants electriques : 
on ne s’interesse qu’a ceux dont l’origine du mouvement d’ensemble est de nature 
electrique. On se limite done par la suite au cas ou les porteurs de charges sont mis en 
mouvement sous faction d’un champ electrique. 



2. Le courant electrique 

2.1 Definition 

Soit un fil de section S quelconque. On soumet ce fil a faction d’un champ electrique 
exterieur oriente le long de ce fil. On admet arbitrairement que l’orientation du 
champ electrique oriente le fil : 



S 

<?<0 ~E _ q>0 



© 



orientation positive choisie 
Figure 1.1 Definition du courant electrique. 
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Sous l’action du champ electrique exterieur, les porteurs de charges sont soumis a la 
force f = q E et sont done animes d’un mouvement d’ensemble tel que : 

• les charges positives se deplacent dans le sens du champ, 

• les charges negatives dans le sens contraire. 

Au sens defmi precedemment, il existe un courant electrique auquel on s’interesse en 
electrocinetique. 

On peut noter qu’un courant de charges negatives se deplafant dans un sens est equi- 
valent a un courant de charges opposees se depla^ant dans l’autre sens. Ainsi, dans une 
electrolyse, puisque les cations et les anions ont des charges de signe oppose et qu’ils 
se deplacent en sens oppose, les courants s’ajoutent au lieu de se compenser. 

2.2 Sens conventionnel du courant 

On a choisi le sens conventionnel du courant avant de decouvrir qu’il est assure par les 
electrons libres dans les conducteurs metalliques, ce qui explique que le sens conven- 
tionnel ne correspond pas a celui du deplacement des electrons. En effet, par conven- 
tion, le sens du courant est le sens dans lequel se deplaceraient les charges 
positives soumises au champ electrique exterieur. Une autre facon de le definir 
consiste a dire que le sens conventionnel du courant est le sens inverse du mouvement 
des electrons sous faction d’un champ electrique exterieur. 

L’avantage d’une telle convention est de ne pas avoir a connaitre la nature des charges 
et notamment leur signe pour etudier le courant electrique qui en resulte. Il s’agit d’un 
choix tout aussi conventionnel que celui de l’orientation des axes pour se reperer dans 
l’espace. 

deplacement des electrons 

A ' ~ B . f) 

L sens conventionnel 
> 

sens du courant 



deplacement des electrons 
A B . , n 

. > . i < 0 

L- sens conventionnel 
< 

sens du courant 

Figure 1.2 Sens conventionnel, sens du courant et deplacement des electrons. 

2.3 Signe du courant 

En mecanique, avant d’etudier un mouvement et de savoir si un mobile va se deplacer 
vers la droite ou vers la gauche, on definit l’orientation des axes. C’est la meme chose 
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en electricite pour le sens du courant. Avant d’effectuer tout calcul sur un circuit, on 
ne sait pas a priori quel sera le sens du courant dans un fil donne. 11 faut done choisir 
un sens arbitraire pour le courant. Par exemple, dans le cas precedent, si Ton ne sait 
pas que le courant se deplace de B vers A, on peut choisir un sens positif du courant 
de A vers B. On represente cette orientation avec une fleche (et eventuellement un 
signe + a cote). 

Avec ce choix, si effectivement le courant circule de A vers B, il est positif comme 
sur la figure du haut, mais s’il circule de B vers A, il est negatif. 

>- Remarque : En reflechissant avant un calcul, on peut parfois avoir une idee du sens 
du courant dans un circuit simple, on preferera alors choisir le sens du courant dans le 
sens attendu. 

2.4 Intensity du courant 

Soit un conducteur comme celui represente sur la figure 2.1. On note S la section de 
ce conducteur. 

Entre t et t + St, la quantite de charges Sq traverse la section S du conducteur du 
fait de l’existence du courant electrique. La charge Sq est une grandeur algebrique 
par rapport au sens positif choisi. Si des charges positives se deplacent effectivement 
dans ce sens, Sq est positive ; si elles se deplacent effectivement dans le sens oppose au 
sens positif conventionnellement choisi, Sq est negative. Inversement, si des charges 
negatives se deplacent effectivement dans le sens positif conventionnellement choisi, 
Sq est negative ; si elles se deplacent effectivement dans le sens oppose au sens positif 
conventionnellement choisi, Sq est positive. 

On appelle intensite du courant electrique et on note i la quantite de charges traversant S 
par unite de temps. Cela se traduit mathematiquement par : Sq = iSt soit : 

Sq 
' = It 

L’ unite de l’intensite est Tampere et son symbole est A. L’ ampere est une des unites 
de base du Systeme International. Cela correspond a des C.s -1 . Sur le schema d’un 
circuit, on ecrira i a cote de T orientation conventionnelle choisie pour le fil considere. 

On notera que l’intensite i tout comme la charge electrique est une grandeur alge- 
brique pouvant etre positive ou negative. Si elle est constante au cours du temps, on 
dira que le courant est continu. 

2.5 Quelques ordres de grandeur d'intensite 

Pour avoir une idee des ordres de grandeur d’intensites utilisees par les appareils 
domestiques, le lecteur pourra consulter les etiquettes de fusibles d’une installation 
electrique. 
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Ainsi les fusibles sont de 16 A pour les prises electriques de courant, de 32 A pour un 
four ou des plaques electriques. Un chauffage de 1000 W consomme environ 5 A. 

En electronique, les intensites d’entree d’un circuit comme un amplificateur opera- 
tionnel sont inferieures (pour les plus recents) a 10“ 12 A, alors que le courant a la sortie 
peut avoir une intensite allant jusqu’a 20 mA. Les alimentations continues d’appareils 
electroniques peuvent delivrer des intensites de l’ordre de l’ampere. 

Un T.G.V. consomme un courant de plusieurs centaines d’amperes (500 A en regime 
de croisiere avec des pointes a 1000 A). 

L’intensite dans les lignes de distribution electrique hautes tensions est de l’ordre de 
1000 A. 

Dans l’industrie, les ordres de grandeurs sont encore plus eleves. Dans les fours d’acie- 
ries, l’intensite utilisee est de l’ordre de 10 5 A. 

Les ordres de grandeur des intensites sont done tres varies. 



3. Tension et potentiel 

3.1 Definitions 

On appelle tension ou difference de potentiel la grandeur mesuree par un voltmetre entre 
deux points A et B. Elle s’exprime en volt, de symbole V, en hommage au physicien 
Volta (1745 - 1827). 

On notera les tensions avec la lettre U et les potentiels avec la lettre V. Ainsi la tension 
Uab entre deux points A et B d’un conducteur est egale a la difference de potentiel 
entre ces deux points A et B : 



U AB = V A - V B 



Ui 



Aux bornes d’un element de circuit, 
qu’on represente par un rectangle sur 
la figure 1.3, on mesure une tension 
U. On indique cette tension sur le 
schema par une fleche dont le sens est 
tres important. En effet, il s’agit du 
choix de l’orientation de la tension soit 
U\ = V B — V A soit U 2 = V A - V B . 

Ce choix, comme celui de l’orientation 
de l’intensite, est parfaitement arbitraire 
mais permet de determiner le point dont le potentiel est le plus eleve. Ainsi si U\ > 0 
alors le point daun potentiel plus eleve que le point B. 



A 




B 








U 2 



Figure 1.3 



Representation de la 
tension. 
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3.2 Masse ou reference de potentiel 

La tension qu’on peut mesurer experimentalement est une difference de potentiel 
entre deux points. Aucun appareil ne permet d’acceder a la mesure du potentiel en 
un point donne. Cela traduit experimentalement le resultat, qu’on etablira dans le 
cours d’electrostatique, que le potentiel en un point est defini a une constante pres. 
Pour fixer cette constante, on choisit arbitrairement une reference de potentiel nul, 
qu’on appelle la masse. Ainsi si on choisit par exemple comme masse une borne de 
l’oscilloscope, ce dernier donne la tension entre ses deux bornes. 

Pour des raisons de securite, on relie la carcasse des appareils a la Terre. Souvent 
la Terre est egalement reliee a une borne de l’appareil : la masse est alors prise a la 
Terre. Les appareils pour lesquels cette liaison n’existe pas sont dits a masse flottante. On 
reviendra plus precisement sur ces deux notions dans le chapitre sur l’instrumentation 
electrique. 

/ / / 



masse Terre 

Figure 1.4 SymboLes de la masse et de la Terre. 

>- Remarque : On retiendra qu'on parle de la tension aux bornes d'un element d'un 
circuit et de I'intensite traversant un element de circuit. 

4. Loi des nceuds - loi des mailles 



4.1 Terminologie des circuits 

Avant d’etudier les circuits electriques, 
on a besoin de definir quelques termes 
relatifs a leur constitution. 

• Un dipole est un element de circuit 
relie au reste du circuit par deux 
bornes. 

• Une branche est un ensemble de 
dipoles relies par des fils de connexion 
et disposes en serie c’est-a-dire que 
chaque borne d’un dipole n’est reliee 
qu’a un seul autre dipole. 

L’ ensemble des elements d’un circuit 
electrique est appele un reseau. 




Figure 1.5 Partie d'un circuit 
electrique. 
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• Un nceud est un point ou se rejoignent au moins deux branches. 

• Une maille est un ensemble de branches se refermant sur elles-memes. 

Sur la figure 1.5, on a represente une portion de circuit. Les fils dont une extremite 
est libre sur le schema sont en fait relies a une partie du reseau non representee. 

• AB, BC, CD, DE, EA, BF, FG, GFl et HC sont des branches. 

• A, B, C, D, E, F, G et H sont des noeuds. 

• ABCDEA, BFGHCB et ABFGHCDEA sont des mailles. 

4.2 Regime continu ou variable 

On dit qu’on est en regime continu lorsque toutes les grandeurs sont independantes du 
temps ; ce sera notamment le cas des intensites et des tensions. 

A contrario, on parle de regime variable quand les grandeurs dependent du temps. Le 
caractere variable peut avoir plusieurs origines possibles pouvant se combiner : 

• modification des conditions exterieures faisant passer d’un regime continu a un 
autre : on parlera alors de regime transitoire, 

• conditions exterieures variables par exemple de type sinusoidales ou creneau : on 
parlera alors de regime force, 

• phenomene de propagation : comme la pression lors de la propagation d’une onde 
sonore ou la lumiere (Cf. cours de terminale), les tensions et intensites se propagent 
dans les conducteurs. Cela signifie que leur valeur depend a la fois du temps et du 
point considere. La vitesse de propagation de l’intensite et de la tension est celle 
de la lumiere dans le vide a savoir c = 3.10 8 m.s -1 . La duree de propagation dans 
un fil conducteur ou dans un circuit de longueur L peut s’estimer par : r = La 
duree r est le temps caracteristique du phenomene de propagation de l’intensite et 
de la tension dans le circuit considere. 

4.3 Approximation des regimes quasi-stationnaires ou ARQS 

Dans un circuit en regime continu, il n’y a pas d’accumulation de charges : l’intensite 
est done la meme en tout point d’une branche. 

La mesure de l’intensite dans une branche avec un amperemetre ne depend alors pas 
de la position de l’appareil le long de la branche. 

Cette propriete reste valable en regime variable si on peut negliger les phenomenes 
de propagation. Cela revient a considerer que le temps de propagation est tres petit 
devant le temps caracteristique du regime variable. La propagation sera assimilable a 
un processus instantane et l’intensite dans une branche sera la meme en tout point 
a un instant donne. On dit qu’on travaille alors dans V approximation des regimes quasi- 
stationnaires encore notee A.R.Q.S.. On parle egalement de regimes quasi-permanents 
au lieu de regimes quasi-stationnaires. 
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Dans la suite, on considere que les conditions de cette approximation sont realisees. 
Sa justification sera traitee dans le cours de deuxieme annee : on verra que pour 
des circuits de taille raisonnable c’est-a-dire de longueur inferieure a un metre et 

des frequences inferieures a quelques megahertz, les conditions de l’A.R.Q.S. sont 

LI 1 

obtenues. En effet, r = — = — 10 -8 s et T = - ^ ICC 6 s. On a done bien 

c 3.10 8 / 

t <C T, condition permettant de negliger les phenomenes de propagation. 



4.4 Loi des noeuds 

Dans l’A.R.Q.S., l’intensite est la meme en tout point 
d’une branche du circuit. Cela signifie qu’il n’y a pas 
d’accumulation de charges en un point du circuit. 
Ainsi, pendant un intervalle de temps d t, il repart autant 
de charges d’un nceud qu’il en arrive. 

Soit N un noeud ou se rejoignent trois conducteurs 
(Cf. figure 1.6). 

On note avec des majuscules les vraies intensites et avec 
des minuscules les intensites algebriques choisies pour 
etudier le phenomene. 

Pendant l’intervalle de temps At, il arrive la charge d q a en N 




Figure 1.6 Nceud 
a trois branches. 



d q a = (Ii + I 2 ) At 



et il repart Aq r , telle que : 



Aq, = I 3 At 



Ainsi puisqu’il n’y a pas d’accumulation de charges : 



Aq a = Aq, => h+ h = h 



( 1 . 1 ) 



Or avec les definitions des differentes intensites (Cf. figure 1.6), on peut ecrire : 



h — h, h — ~h, h — ~h 



En reportant ces relations dans l’expression (1.1), on trouve : 

i\ ~ h + * 3=0 



( 1 . 2 ) 



Cette relation, qui porte le nom de loi des noeuds, se generalise au cas ou n branches 
arrivent sur le nceud N, sous la forme suivante : 

n 

^e k i k = 0 (1.3) 

fe=i 
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avec €k = 1 si l’intensite if est orientee vers le noeud N et e k = — 1 si l’intensite if est 
orientee depuis le noeud N. 

4.5 Loi des mailles 

Soit la maille de la figure 1.7. 




On choisit un sens positif represente par la fleche en pointilles. Sachant que la diffe- 
rence de potentiel entre le point A et lui-meme est nulle, on peut ecrire en introdui- 
sant les potentiels des autres points de la maille : 

V A -V A = 0 =» V A - V E + V E -V D +V D - V c + V c -V B + V B - V A = 0 

Si on remplace les differences de potentiel par les tensions, avec : 

U\ = V B - V A , U 2 = V B - V c , U 3 = Vc- V D , U 4 = V E - V D et U 5 = V A — V E 
on obtient la loi suivante : 



Ut - U 2 - U 3 + U 4 + U 5 = 0 (1.4) 

Cette loi, qui porte le nom de loi des mailles, se generalise a n tensions (n branches sur 
une maille) : 

n 

J2 e kU k = 0 (1.5) 

k = l 

avec e k = 1 si la tension U k est dans le sens positif choisi et e k = — 1 si la tension U k 
est dans le sens oppose au sens positif choisi. 
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5. Notion de dipoles 

On appelle dipole electrocinetique ou tout 
simplement dipole tout systeme relie a 
un circuit electrique exterieur par deux 
bornes. 

Quand on insere ce dipole dans un cir- 
cuit, une intensite electrique traverse en 
general ce dipole et une tension s’installe a ses bornes. On precisera ulterieurement 
les conditions permettant un tel fonctionnement du dipole. 

6. Puissance - dipoles recepteurs et generateurs 

6.1 Definition de la puissance 

Soit un dipole parcouru par un courant 
d’intensite /(f) et aux bornes duquel on a 
une tension u(t) = Va — Vb- 
On notera que du fait de la non accumu- 
lation de charges, l’intensite du courant 
entrant dans le dipole et celle du courant 
sortant du dipole sont les memes. 

La puissance instantanee est par definition 4 la quantite : 

m = »« m 

Si on est en regime continu alors intensite et tension ne dependent pas du temps et 
on peut ecrire : 

V = u i 



A /(f) 
>- 



B 



. 

Figure 1.9 Convention pour La 
definition de la puissance. 



dipole 



borne 1 



borne 2 



Figure 1.8 Definition d'un dipole. 



6.2 Recepteurs et generateurs 

Dans ce qui precede, on a decide arbitrairement que le courant allait conventionnel- 
lement de A vers B (ce qui revient a dire dans la demonstration donnee en notes que 
A est 1’ entree et B la sortie). D’autre part, on a defini la tension par : 

m = Va — Vb 



4 Cette expression peut se justifier de la maniere suivante en utilisant des resultats qui seront vus ulte- 
rieurement. Entre t et £+dt, la charge entrant dans le dipole est d q = idt. On verra dans le cours 
d’electrostatique que l’energie apportee ou cedee en un point s’ecrit Vdq ou V est le potentiel en ce 
point. Si on suppose que A est « l’entree » du dipole et B sa « sortie » alors l’energie apportee est VAdq 
et l’energie cedee est Vsdq, soit une variation d’energie du dipole : d E = VAdq — Vsdq = udq, ou 
encore d E = uidt. La puissance etant definie comme l’energie re^ue par unite de temps, on en deduit 
l’expression de la puissance. 
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soit une orientation de la tension opposee a celle de l’intensite. 

Or il convient de noter les deux points importants suivants. 

• L’intensite et la tension sont des grandeurs algebriques, elles peuvent etre positives 
ou negatives suivant que l’orientation effective correspond ou non a l’orientation 
conventionnelle choisie, celle-ci etant choisie arbitrairement. 

• Il existe deux possibilities d’orientations relatives de la tension et de l’intensite : de 
meme sens ou de sens oppose. 

Ces deux orientations relatives conduisent a deux conventions possibles : 

• la convention recepteur ou l’intensite i et ' 

la tension u sont choisies de sens oppose 

(c’est celle qu’on a adoptee au paragraphe 

precedent), 

u 

Figure 1.10 Convention recepteur. 



• la convention generateur ou l’intensite i et 
la tension u sont choisies de meme sens. 

La definition de la puissance permet de 
donner une signification aux termes gene- 
rateur et recepteur utilises ici. 

En convention recepteur, on a defini la 
puissance reque par le dipole par : 

m = «(o m 



i 

> 



u 

Figure 1.11 Convention 
generateur. 



Dans ce cas, si u(t) et i(t) sont positifs (cela correspond a l’adequation du sens reel 
du courant et de la tension avec le sens conventionnel choisi), la puissance reque est 
positive. Le dipole est done bien un recepteur : ce qu’on definit comme requ l’est 
effectivement au sens ou la quantite est positive. 

A contmrio, si u(t) et i(t) ne sont pas de meme signe (ce qui signifie que l’une ou 
l’autre des quantites n’a pas une orientation conforme a la convention choisie) alors 
la puissance reque defmie dans le cadre de la convention recepteur est negative. Le 
dipole se comporte comme un generateur qui fournit de la puissance au circuit. 

Passer en convention generateur revient, par exemple, a inverser le sens conventionnel 
pour la tension et a considerer la tension u (t) telle que u (t) = — u(t ). Dans ce cas, la 
puissance 

v c (t) = u'm ) 
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correspond a l’oppose de la puissance reque utilisee precedemment. 11 s’agit done 
d’une puissance cedee qui sera effectivement positive lorsqu’il y aura diminution de 
l’energie. 

On peut resumer ces resultats par le tableau suivant : 



Convention recepteur 


Convention generateur 


puissance refue V(t) = u(t) i(t ) 


puissance re^ue V(t) = — u'(t ) i(t) 


puissance cedee V c (t) = —u(t) i(t ) 


puissance cedee V c (t) = u!(t) i(t) 



Lorsqu’on parle de puissance ou d’energie, il est done absolument necessaire de : 

• preciser la convention utilisee et done l’orientation relative des tensions et des 
courants, 

• preciser son caractere refu ou cede. 

L’ unite de la puissance est le watt, de symbole W, homogene a des joules par secondes. 
Il est a noter qu’au lieu d’utiliser le joule pour mesurer la consommation elec- 
trique, E.D.F. etablit ses factures en kilowatt.heure, de symbole kW.h, ce qui cor- 
respond a une quantite d’energie. L’equivalent en joules d’un kilowatt.heure est 
1 kW.h = 1 000 x 3 600 = 3,6 MJ. 



© 
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Circuits lineaires 
dans ['approximation 
des regimes 
quasi-stationnaires 



Dans ce chapitre, on etudie les circuits lineaires c’est-a-dire ne comportant que des 
dipoles lineaires. On explicite la modelisation de quelques dipoles usuels en preci- 
sant leurs regies dissociation ainsi que leur proprietes energetiques. Quelques outils 
permettant de determiner les intensites et les tensions d’un circuit sont egalement 
precises. 



1. Dipoles lineaires 



On dit qu’un dipole est lineaire si la tension a ses bornes u(t) et l’intensite qui le traverse 
/(f) sont liees par une equation differentielle lineaire a coefficients constants. 

Le cas le plus simple est une relation affine entre l’intensite / et la tension u : 

u = ai + (5 

On verra que c’est le cas des resistors de resistance R. 

Si l’intensite et/ou la tension varie en fonction des derivees de l’une ou l’autre de ces 
grandeurs, il faut une equation differentielle qui est souvent du premier ordre : 

d u d i 

ai — + a 0 u + b\ — + b 0 i =f(t) 
at at 

en notant f ( t ) une fonction du temps independante de la tension u et de l’intensite / 
et ci \ , ciq, b\ et b Q des constantes. On verra au cours des paragraphes suivants que c’est 
le cas des bobines d’inductance L et des condensateurs de capacite C. 

On peut generaliser cette definition sous la forme suivante : 

K 



d k u A d'i , 
k = o 1=1 



d t k d t 1 

1=1 

avec/(f) independant de u et de / et V(fe, /), a ^ et bi constants. 
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Resistor de resistance R 



2. Resistor de resistance R 
2.1 Representation 

Ce dipole est schematise en convention recepteur par : 






u 



Figure 2.1 SymboLe d'une resistance. 



2.2 Caracteristique 

11 s’agit du dipole qui verifie la loi d’Ohm en convention recepteur : 

it = Ri 



R est appele resistance, elle est positive et s’exprime en ohms, de symbole Q. On peut 
egalement definir la conductance G comme l’inverse de la resistance : 




G s’exprime en O” 1 ou en siemens, de symbole S. En convention recepteur, la loi 
d’Ohm s’ecrit aussi : 

i = Gu 



On peut representer cette relation en traf ant l’intensite i traversant le resistor en fonc- 
tion de la tension a ses bornes (on dit qu’on trace la caracteristique courant-tension 
du resistor) : 




© 



Figure 2.2 Caracteristique courant-tension d'un resistor en convention recepteur. 
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2.3 Association en serie 



Cette association consiste a placer les dipoles de telle sorte que la meme intensite 
traverse les dipoles : 



i 

> 




r 2 



> 



U\ 



U -2 



U 

Figure 2.3 Association en serie de deux resistors. 

On en deduit que la tension aux bomes de l’ensemble est la somme des tensions aux 
bornes de chaque dipole : 

U = U\ + U2 

On peut generaliser ce resultat au cas de N dipoles : 



i R i i R -2 i Ri R\ r i 

4=0 — > — a — > — tzj 

U i Il2 u 3 U N 

U 



Figure 2.4 Association en serie de resistors. 

Les N dipoles sont en serie si une meme intensite traverse tous les dipoles : 

i\ — h= ■ ■ ■ = in = i 

La tension aux bornes de l’ensemble est la somme des tensions aux bornes de chaque 
dipole : 

U = Ml + U2 + • ■ ■ + Miv 

Dans le cas ou les dipoles sont des resistors de resistance R\, iO, • • •, Rn '■ 
u = R\ i + R^i + . . . + Rfji = ( Ri + R2 + . . . + R N ) i 



L’ association en serie de resistors de resistance Ri, R2, . . Rn est done un resistor 
de resistance 

R = Ri + R2 + . . . + Rn 
ou de conductance G telle que : 

1 _ 1 1 1 

G Gi G2 Gjv 
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Resistor de resistance R 



2.4 Association en parallele 

Cette association correspond au cas ou les deux dipoles ont meme tension a leurs 
bornes, selon le schema suivant : 




Figure 2.5 Association en parallele de deux resistors. 

On en deduit que l’intensite entrant ou sortant de l’association parallele est la somme 
des intensites traversant chaque dipole : 

i = q + j 2 

On peut generaliser ce resultat au cas de N dipoles : 



k 




Figure 2.6 Association en paraLlele de resistors. 

Les N dipoles sont en parallele si la tension aux bornes de tous les dipoles est la meme : 



U\ — U2 — . . . — Wjy — U 
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L’intensite entrant ou sortant de l’association parallele est la somme des intensites 
traversant chaque dipole : 

i = i\ + (’2 + . . . + ijv 



On notera que ce dernier resultat est tout simplement la loi des noeuds. 

Dans le cas ou les dipoles sont des resistors de conductance Gi, G2, . . Gm : 

i = Gim + G2M + . . . + Gjv« = (Gi + G2 + . . . + Gjv) u 



L’association en parallele de resistors de conductance Gi, G2, . . Gjv est done un 
resistor de conductance 

G = Gi + G2 + . . . + Gn 

ou de resistance R telle que : 

1 _ 1 1 1 

R R[ R2 Rn 

2.5 Puissance dissipee dans un resistor 

En convention recepteur, la loi d’Ohm s’ecrit u(t) = Ri(t), la puissance reque peut 
done se mettre sous la forme : 

2 

V = Ri 2 ou V = — ( 2 . 1 ) 

R 



® La puissance regue par un resistor est toujours positive : un resistor se comporte toujours en 
recepteur. 



L’energie re^ue entre les instants t et t + at est done : oW = Ri at = — dt et entre t\ 

W = J Ri 2 (f)dt = J ^d t 

Pour terminer le calcul, il faudrait connaitre les expressions de i(t) et u(t). 

En pratique, cette energie est dissipee sous forme de transfert thermique : il s’agit de 
l’effet Joule. 
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Bobine d’inductance L 



3. Bobine d'inductance L 



3.1 Bobine et auto-induction 

Une bobine est constituee d’un enroulement de spires conductrices. 

On reverra dans le cours de deuxieme annee que le phenomene dit d’ auto-induction 
cree aux bornes d’une bobine une tension u lorsque le courant d’intensite i qui la 
traverse varie au cours du temps. La traduction mathematique de ce phenomene est 
la relation suivante entre u et i en convention recepteur : 

d i 

u = L — 
df 

L est appelee inductance et s’exprime en henry, de symbole H. On la represente en 
convention recepteur par : 



L 



Figure 2.7 Symbole d'une inductance. 



Si on utilise la convention generateur, on a alors la relation 

/ T d i 

u = — u = — L — 
df 

Ce phenomene a deja ete vu en termes de force electromotrice dans les classes ante- 
rieures. Ici le seul point qui importe est la relation entre intensite et tension ; elle sera 
admise et on n’etudiera pas davantage le phenomene. 

® En regime continu, / est une constante et la relation precedente implique que u = 0 : la 
bobine constitue alors un court-circuit. 

On verra dans le chapitre sur l’instrumentation electrique que la modelisation d’une 
bobine reelle necessite de tenir compte d’une resistance interne due aux enroulements. 

3.2 Energie emmagasinee dans une bobine d'inductance L 

En convention recepteur, la relation tension - courant s’ecrit pour une bobine d’in- 
df 

ductance L : u = L— . La puissance reque se met alors sous la forme : 

di d (\ A 

V = »(<).«) = L-m = - 
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Sachant que la puissance est la derivee de l’energie par rapport au temps, l’expression 
precedente fait apparaitre l’energie instantanee d’une bobine d’inductance L, c’est-a- 
dire presente dans la bobine a un instant donne : 



E = 




L’energie reque entre deux instants t\ et t 2 est done : 

h 



f t2 d 


V 




1 ? 

-Li 2 


W= — 


At = 


A dt 


{.2 ) 




2 



-I h 



= \u 2 (t 2 ) - ^Li 2 (q) = E(t 2 ) - E{ h ) 



L’energie est une fonction continue du temps e’est-a-dire qu’elle ne peut pas appa- 
raitre subitement. On deduit de la relation precedente que l’intensite parcourant 
une bobine est une fonction continue du temps. 

La puissance reque par une bobine peut changer de signe au cours du temps. 

Si E diminue (done si |t'| diminue), V est negative : la bobine cede effectivement de 
l’energie a l’exterieur et se comporte comme un generateur. 

En revanche, si E augmente, V est positive : la bobine reqoit effectivement de l’ener- 
gie de l’exterieur et se comporte comme un recepteur. 



3.3 Complement : association en serie 

On a vu que l’association en serie de dipoles verifiait : 



U = U\ + U 2 + • • ■ + MjV; 

les dipoles etant parcourus par la meme intensite i. Pour le cas ou les dipoles sont des 
bobines d’inductances L \ , L 2 , . . ., L N : 

d; d; d i , , d; 

u = Li ~r + 1-2 — + ■ ■ . + E N — = (L\ + L 2 + . . . + L n ) — 

d t df df At 

L’association en serie de bobines d’inductances Lj, L 2 , . . ., L N est done une bobine 
d’inductance : 

L = Li + L 2 + . . . + Ljv 

On retrouve la meme loi dissociation que pour les resistances. 

3.4 Complement : association en parallele 

On a vu que l’association en parallele verifiait : 



i = i\ + h + ■ • • + in, 
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Condensateur de capacite C 



les dipoles ayant la meme tension a leurs bornes. Pour le cas ou les dipoles sont des 
bobines d’inductances L\, L 2 , . . ., L ^ : 



di'i d i 2 

U — 1 — l_y? — . , 

At At 



= L 



d; 



■N' 



N 

At 



or i = i\ + (’2 + . . . + ijv done : 



Ai Ai\ d/2 dpv 

At At At At 



soit : 




L’ association en parallele de bobines d’inductances est done une bobine inductance L 
telle que : 

1 _ 1 1 1 

L L\ L 2 Lpj 

On retrouve les memes lois dissociation en parallele que celles obtenues pour des 
resistances. 



4. Condensateur de capacite C 
4.1 Condensateur 

Les condensateurs sont des composants constitues de : 

• deux conducteurs qui se font face et sont appeles armatures, 

• un materiau isolant, le dielectrique, situe entre les deux armatures. 
Ils peuvent etre de plusieurs formes : plan, cylindrique, etc. 




© 



Condensateur cylindrique 
Figure 2.8 Structure d'un condensateur. 
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En electricite, on utilise la plupart du temps des condensateurs plans enroules pour 
des raisons de gain de place 1 . 

L’une des armatures porte une charge q tandis que l’autre porte une charge —q. La 
modelisation la plus simple des condensateurs est celle d’une capacite C. 

4.2 Definition et representation d'une capacite 

Une capacite C est caracterisee par la relation 2 entre la charge q et la tension appliquee 
aux bornes u : 

q = Cm 

On la represente par : 



i 

> 









u 

Figure 2.9 Symbole d'une capacite. 



On notera l’iniportance du sens choisi pour l’intensite i par rapport a la position des 
charges q et —q : l’intensite i arrive sur l’armature de charge +q. 

Les capacites sont exprimees en farads, de symbole F. 

4.3 Relation tension - intensite 

L’arrivee d’un courant i sur une armature provoque une variation d q de la charge 
de l’armature et done une variation — d q sur l’autre pour assurer la conservation de 
la charge au niveau du composant. Un courant d’intensite i partira de la seconde 
armature meme si les charges ne traversent pas physiquement l’isolant. On obtient 
bien un dipole au sens ou cela a ete introduit. 

Pendant l’intervalle de temps df, il arrive une charge Sq = idt sur l’armature de charge 
+q et il repart Sq' = —idt sur l’armature de charge —q. Or la conservation de la charge 
de la premiere armature se traduit par : 

q(t + df) = q(t) + Sq = q(t) + idt 



1 II existe des condensateurs chimiques d’utilisation differente : ils ne fonctionnent que dans un seul sens, 
ils sont dits polarises. 

2 Cette relation sera etablie dans le cours d’ electro magnetisme. 
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Condensateur de capacite C 



Or, au premier ordre en d t, q(t + dt) 



d q 

q(t) + —dt. On en deduit 
dt 



i = 



d q 
dt 



ou q est la charge de l’armature qui voit arriver le courant d’intensite i. 
Comme q = Cu, on peut en deduire la relation 



entre l’intensite i parcourant le condensateur et la tension u a ses bornes. 

» En regime continu, la tension aux bornes du condensateur est constante et I'intensite du 
courant est done nulle : / = 0. Par consequent, un condensateur se comporte en regime 
continu comme un interrupteur ouvert. 



4.4 Energie emmagasinee dans un condensateur de capacite C 

En convention recepteur, la relation tension - courant s’ecrit pour un condensateur de 
du 

capacite C : i = C — . La puissance reque par le condensateur se met sous la forme : 
df 



V = u(t)i(t) 



u(t)C 



_dw 

dt 



_d 

dt 




Comme dans le cas de la bobine, l’expression precedente fait apparaitre l’energie ins- 
tantanee d’un condensateur de capacite C, e’est-a-dire presente dans le condensateur 
a un instant donne : 

1 7 

E = -Cu 2 . 

2 

L’energie reque entre deux instants t\ et est done : 



f 2 d 


-Cu 




1 9 


W = / - 


d t = 


-Cu 2 


A dt 


) 




2 



I h 



J h 




— Cu 2 (t\) 
2 v ’ 



E(t 2 ) - E( h) 



L’energie est une grandeur continue dans le temps. De l’expression de l’energie ins- 
tantanee, on deduit que la tension aux bornes d’un condensateur de capacite 
C est une fonction continue du temps ainsi que la charge qui lui est pro- 
portionnelle. 11 s’agit du meme raisonnement que celui qui a permis d’etablir que 
I’intensite traversant une bobine d’inductance L est continue. 

La puissance reque par un condensateur peut changer de signe au cours du temps. 
Si E diminue (done si \u\ diminue), V est negative : le condensateur cede effective- 
ment de l’energie a l’exterieur et se comporte comme un generateur. En revanche, 
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si E augmente, V est positive : le condensateur re^oit effectivement de l’energie de 
l’exterieur et se comporte comme un recepteur. 

4.5 Complement : association en serie 

On a vu que l’association en serie verifiait : 



M = U\ + U2 + . . . + Mjv, 



les dipoles etant parcourus par le meme courant. Pour le cas ou les dipoles sont des 
condensateurs de capacites Q et C2 : 



/= Ci 
i=C 2 



dii\ 
df 
d u 2 
df 



= C 



N' 



du 2 

df 



Or u = Mi + u 2 + 



+ Un, done : 

dM dtp du 2 



df 



df 



df 



soit : 



d h 
df 



1 1 

C~1 + C~2 



c 



N 



dii 



■N 



df 



1 1 

Q + C2 



c 



N 



L’association en serie de condensateurs de capacites Q, C2, . . Cjv est un condensa- 
teur de capacite C telle que : 



1 _ 1 
C “ Q 



1 

C~ 2 



+ 



1 

Cjv 



L’association en serie de capacites est done analogue a celle des conductances. 



4.6 Complement : association en parallele 

On a vu que l’association en parallele verifiait : 



i = h+ i 2 + ... + i N , 



les dipoles ayant meme tension a leurs bornes. Pour le cas ou les dipoles sont des 
condensateurs de capacites Ci, C2, . . Cjv : 



dn dn 
Cl df + C2 df 



dM , , dM 

. . . + C N — = (Ci + C 2 + . . . + C N ) — 
df df 
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Sources de tension et de courant - Modeles de Thevenin et de Norton 



L’ association en parallele de condensateurs de capacites Q, C2, . . Cjy est done un 
condensateur de capacite C : 



C = Ci + C2 + . . . + Cjv 

Elle est done analogue a l’association en paralleles des conductances. 

5. Sources de tension et de courant - Modeles de Thevenin et de 
Norton 

5.1 Source de tension 

On appelle source de tension un dispositif ideal qui impose une difference de potentiel 
constante aux bornes du circuit auquel il est relie, quelle que soit l’intensite du courant 
qui le traverse. 

Sa representation en convention generateur et sa caracteristique sont les suivantes : 



E 


1 




^ 






— 




u 


u 


E 





Figure 2.10 Symbole et caracteristique d'une source ideale de tension. 



En effet, la tension est independante de l’intensite du courant parcourant le circuit 
par definition meme du composant. On parle egalement de force electromotrice de la 
source, soit f.e.m. en abrege, ou de tension a vide (la tension etant la meme pour tout 
courant, e’est notamment celle correspondant au cas i = 0 qui est la tension a vide 
par definition). 

>■ Remarque : II faudra done porter une attention particuliere a ce type de dipoles car 
si la tension a ses bornes est connue, il n'en est rien de I'intensite qui le traverse : elle 
peut a priori prendre toutes les valeurs possibles. 
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5.2 Sources de courant 



On appelle source de courant un 
dispositif ideal qui debite un 
courant d’intensite constante 
dans le circuit auquel il est 




relie quelle que soit la tension 

a ses bornes et ce independam- 

ment du circuit 3 . 

Son symbole en convention 
generateur et sa caracteris- 

tique sont representes sur la Figure 2.11 Symbole et caracteristique d'une 

figure 2 11 source ideale de courant. 

La grandeur Iq est appelee courant de court-circuit : elle est independante du circuit 
qui peut etre n’importe quel dispositif et en particulier un fil de connexion creant 
un court-circuit. On utilise aussi l’expression courant electromoteur ou c.e.m. par 
analogie aux sources de tension. 

>- Remarque : la valeur de I'intensite est independante de la valeur de la tension : la 
donnee de I'intensite ne fixe pas celle de la tension. La tension peut prendre n'importe 
quelle valeur. 

5.3 Modele de Thevenin 

Le plus souvent, la caracteristique tension-courant des generateurs a failure suivante 
(on a choisi id de representer u en fonction de i pour que la pente de la droite soit 
homogene en valeur absolue a celle d’une resistance) : 



u 




. generateur 



u 





Figure 2.12 Caracteristique generate d'un dipole lineaire. 



II s’agit du « dual » pour le courant des sources de tension. On aura des resultats analogues en inversant 
tension et courant, on parle alors de dualite. 
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Sources de tension et de courant - Modeles de Thevenin et de Norton 



11 s’agit de la caracteristique d’un dipole lineaire dont l’equation peut s’ecrire : 

u = E — Ri (2-2) 



On peut alors modeliser ce dipole par une source de tension ideale et une resistance 
en serie : 



i 

-> 




R 

□ 



u 

Figure 2.13 Modele de Thevenin d'un dipole lineaire. 

En effet, en convention generateur, la tension u aux bornes du dipole et la f.e.m. 
E sont de meme sens et la relation entre intensite et tension pour une resistance en 
convention generateur est u = — Ri soit par association en serie u = E — Ri. 

D’autres choix sont possibles, par exemple : 

u = — E — Ri 



i 

> 




R 



u 

Figure 2.14 Autre modele de Thevenin d'un dipole lineaire. 



ou 

u = E + Ri 



i 

« 




R 



u 

Figure 2.15 Autre modele de Thevenin d'un dipole lineaire. 



11 s’agit du modele dit modele de Thevenin. On appelle force electromotrice du gene- 
rateur la grandeur E et resistance interne la grandeur R. 
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5.4 Modele de Norton 

La caracteristique precedente est egalement la courbe d’equation 

E 1 



Cela correspond a la relation : 



; = u 

R R 



i = Jo — Gu 



(2.3) 



E 1 

avec Jo = — et G = — . 

R R 

11 est done possible de considerer une deuxieme modelisation du generateur : 

R 




Figure 2.16 Modele de Norton d'un dipole lineaire. 



11 s’agit du modele dit modele de Norton qui est l’association en parallele d’une source 
ideale de courant, de courant de court-circuit J 0 , et d’une resistance R avec 



k = 



E 

R 



5.5 Transformation Thevenin - Norton 

On a modelise dans les deux paragraphes precedents un meme dipole lineaire en 
exploitant differemment l’equation de sa caracteristique. On obtient ainsi l’equiva- 
lence des deux modelisations de Thevenin et de Norton : 



Modele de Norton 


Modele de Thevenin 


conductance G 


resistance R 


E 

courant de court-circuit In = — 

R 


force electromotrice E = RI 0 


1 

i = I Q - —u = J 0 - Gu 

. 


u = E — Ri 
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Lois de Kirchhoff 



Les representations de Thevenin et de Norton d’un dipole lineaire ainsi que le passage 
de l’une a l’autre sont bases sur la linearite de la relation entre la tension aux bornes du 
dipole et l’intensite du courant qui le traverse : elles s’appliquent done a tout dipole 
lineaire, e’est-a-dire a tout dipole dont la relation entre u et i est de la forme ( 2 . 2 ) 
ou (2.3). 



6. Lois de Kirchhoff 

On englobe sous le nom de lois de Kirchhoff deux types d’expressions permettant de 
calculer soit les intensites dans toutes les branches du circuit considere, soit toutes 
les tensions entre les noeuds du circuit. La premiere methode est appelee methode des 
mailles, la seconde methode des noeuds. 

Dans la suite du paragraphe, on developpe ces methodes sur des exemples simples 
avant de donner une procedure plus generale. 

Ces methodes deviennent vite fastidieuses au fur et a mesure que le nombre de mailles 
augmente. On limitera leur utilisation aux cas de circuits a faible nombre de 
mailles. 



6.1 Methode des mailles 



Les inconnues recherchees sont les 
intensites dans toutes les branches du cir- 
cuit. Dans ce cas, il faut transformer tous 
les generateurs en modele de Thevenin 
puis appliquer des lois des mailles. 

On considere le circuit de la figure 2.17, 
les inconnues sont les intensites i\, i 2 et 
13 qu’on cherche a exprimer en fonction 
des resistances R, R\ et R 2 ainsi que de 
la force electromotrice E et du courant 
de court-circuit I. 

La premiere etape consiste a transformer 
le modele de Norton du generateur en 
modele de Thevenin equivalent, ce qui 
donne le schema de la figure 2.18. 

On ecrit ensuite les lois des mailles rela- 
tives aux mailles ( 1 ) et ( 2 ) en prenant les 
sens positifs indiques sur la figure 2.18 : 



H 



/\ 13 

1 te o«. o« 




Figure 2.17 Circuit initial. 




Figure 2.18 Circuit apres 
transformation du generateur de 
courant. 



© 



ou E' = Ril 



E' -Vi - Vi = 0 
Vi - V 2 - E = 0 
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>- Remarque : Le circuit comporte en fait trois mailles : (1), (2) et la maille globale 
contenant E' , E, Ri et R 2 . Si on ecrit la loi des mailles relative a cette derniere, on peut 
facilement se convaincre que I'equation obtenue n'apporte pas d'information supple- 
mentaire : il s'agit de la somme des deux relations precedentes. On n'a done que deux 
mailles independantes sur les trois. 



La loi d’Ohm appliquee aux resistors donne les relations suivantes : 

Vi = Rpi 

< = R2^2 

V3 = —Rii 

Le signe « — » de la derniere relation est du au fait que R est en convention generateur. 
Finalement on doit resoudre le systeme : 



R\ i\ — Ri$ = E' 
Rih + Ri 2 = — E 



(2.4) 



On ne dispose alors que de deux equations pour trois inconnues : il manque une 
relation qui sera obtenue en ecrivant la loi des noeuds : 



h — h ~ h 



(2.5) 



Finalement, en reportant l’expression de 13 dans (2.4), on obtient : 



(R t + R)h - Rh = E! 
—Rii + (R 2 + R)i 2 = —E 



La resolution de ce systeme donne : 

' . _ —RE + (R 2 + R)E' 
R\R 2 + R\R + R 2 R 

< 

~(Ri+R)E + RE' 

, R 1 R 2 4" R\R + RiR 



( 2 . 6 ) 



(2.7) 




On ne doit jamais avoir de difference au denominateur, sinon ce dernier pourrait s'annuler 
pour un choix ad’hoc des resistances : les intensites deviendraient alors infinies, ce qui n'a pas 
de sens physique. 



On peut tirer une loi generale du systeme (2.6) obtenu. On remarque qu’on compte 
positivement les f.e.m. lorsqu’elles sont dans le sens positif choisi et negativement 
dans le cas contraire. De meme, on compte positivement les courants quand ils sont 
dans le sens positif choisi et negativement dans le cas contraire. On peut resumer ceci 
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Lois de Kirchhoff 



par l’equation suivante, pour une maille contenant N generateurs de f.e.m. Es et L 
resistors de resistances Rk parcourues par les intensites 4 : 



avec : 

• e. = 1 si Ej est dans le sens positif choisi et e,- = — 1 sinon, 

• fik = 1 si 4 est dans le sens positif choisi et /x*, = —1 sinon. 

Recapitulatif des differentes etapes : 

• On transforme tous les generateurs en modele de Thevenin et on represente le 
circuit avec toutes les orientations conventionnelles des intensites. 

• On ecrit une equation du type (2.8) pour toutes les mailles independantes. En 
effet, comme on l’a vu sur le circuit de la figure 2.18, si le circuit possede M 
mailles, seules (M — 1) sont independantes. On notera qu’il faut que chaque 
branche intervienne dans au moins une equation de mailles et que, pour assu- 
rer l’independance des equations, il suffit d’avoir une branche dont on n’a pas 
encore tenu compte a chaque nouvelle equation des mailles ecrite. 

• On ecrit les lois des noeuds reliant les intensites de maniere a n’ avoir plus que le 
nombre d’inconnues correspondant au nombre d’equations 

• On resout le systeme d’equations. 

6.2 Methode des noeuds 

Les inconnues sont les potentiels des noeuds ou les tensions par rapport a un noeud 
de reference (en general la masse du circuit). Dans ce cas, il faut transformer tous les 
generateurs independants en modele de Norton puis appliquer des lois des noeuds. 

On considere le circuit de la figure 2.19, les inconnues sont les tensions Vn, V 13 et 
V 23 qu’on cherche a exprimer en fonction des resistances R\, R 2 et R 3 ainsi que de la 
force electromotrice E et des courants de court-circuit I et J. 



N 



L 




( 2 . 8 ) 



E 




(1) £3 



( 2 ) 



# 



© 



( 3 ) 

Figure 2.19 Circuit initial. 
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On remarque que seules deux de ces trois tensions sont independantes puisque 
V\2 = V\ 3 — V 23 . 

La premiere etape consiste a transformer le modele de Thevenin du generateur en 
modele de Norton equivalent, ce qui donne le schema de la figure 2.20. 



V 12 




Figure 2.20 Circuit apres transformation du generateur de tension. 



On ecrit ensuite les lois des nceuds aux noeuds (1) et (2) en tenant compte des conven- 
tions generateur et recepteur utilisees : 

I i 1 = -I+G 1 V 13 = K-G 3 V 12 
\ i 2 = K - G 3 V 12 =J - G 2 V 2 3 

en notant Gi , G? et G 3 les conductances correspondant aux resistances R\ , R 7 et R 3 
E 

et K = — (Cf. figure 2.21). 

R?> 

>- Remarque : Le circuit comporte en fait 3 noeuds (1), (2) et (3). On peut facilement 
se convaincre que I'equation obtenue en ecrivant la loi des noeuds au noeud (3) s'ob- 
tient en sommant les deux equations precedentes, elle n'apporte pas de renseignement 
supplementaire. 



Comme V\ 2 = V 13 ~ L 23 , on en deduit fmalement : 

J I + K= (Gi + G 3 )Fi3 - G 3 F 23 
[j-K=-G 3 V 13 + (G 2 + G 3 ) V 23 
La resolution de systeme donne : 

' = (G 2 + G 3 )I + g 3 j + g 2 k 

Gi G 2 + Gi G 3 + G 2 G 3 

_ G 3 I + (G, + G 3 )J - G^ 

C23 — 



(2.9) 



( 2 . 10 ) 
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Diviseurs de tension et de courant 




Comme pour la methode des mailles, on ne doit jamais avoir de difference au denominateur, 
sinon ce dernier pourrait s'annuler pour un choix ad’hoc des conductances : les tensions 
deviendraient alors infinies, ce qui n'a pas de sens physique. 



On peut tirer une loi generale du systeme (2.9) obtenu. On remarque qu’on compte 
positivement les c.e.m. lorsqu’ils sont diriges vers le noeud considere et negativement 
dans le cas contraire. De meme, on compte positivement les tensions quand elles ont la 
pointe de la fleche vers le noeud choisi et negativement dans le cas contraire. On peut 
resumer ceci par l’equation suivante, pour un noeud auquel sont relies N generateurs 
de c.e.m. Ij et L conductances G*. soumises aux tensions Dj, : 

N L 

G k ix k V k ( 2 . 11 ) 

j= 1 k=i 

avec : 

• €j = 1 si Ij est vers le noeud et e, = — 1 sinon, 

• /tfe = 1 si Vk est vers le noeud et = —1 sinon. 



Recapitulatif des differentes etapes : 

• On transforme tous les generateurs en modele de Norton et on represente 
le circuit avec toutes les orientations conventionnelles des tensions et des 
intensites . 

• On ecrit une equation du type (2.11) pour tous les noeuds independants. 
En effet, comme on l’a vu sur l’exemple du circuit 2.20, si le circuit 
possede N noeuds, seuls (N — 1) sont independants. On notera qu’il faut 
que chaque dipole intervienne dans au moins une equation des noeuds et 
que, pour assurer l’independance des equations, il suffit d’avoir un dipole 
dont on n’a pas encore tenu compte a chaque nouvelle equation des noeuds 
ecrite. 

• On ecrit les lois des mailles reliant les tensions de maniere a n’avoir plus que 
le nombre d’inconnues correspondant au nombre d’equations. 

• On resout le systeme d’equations. 



7. Diviseurs de tension et de courant 

On s’interesse dans ce paragraphe aux diviseurs de tension et de courant, deux types 
de circuits souvent presents dans les circuits. 



© 
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7.1 Diviseur de tension 

La structure de base du diviseur de tension est 
donnee par le montage de la figure 2.21 : on 
soumet l’association en serie de deux resistors 
a une tension V e et on cherche la tension aux 
bornes de l’un d’entre eux. 

Les expressions des tensions en fonction du 
courant parcourant les resistors sont : 

' V,=Ro 
i V 2 = R 2 i 
V e = (Hi + R 2 )i 



Vi 




Vo 



Figure 2.21 Diviseur de 
tension. 



En faisant le rapport des expressions, on trouve : 



Vi = 



Ri 



Ri Ri 



■K 



et 



Vo = 



Ro 



Ri + Ro 



■ V r 



( 2 . 12 ) 



Les tensions V\ et V 2 sont des fractions de la tension totale V e , ce qui explique la 
denomination « diviseur de tension » donnee a ce circuit. Le rapport de la tension aux 
bornes d’une resistance a la tension totale est egal au rapport de la resistance consideree 
a la resistance totale. 

Ce resultat est generalisable a plus de deux resistors en serie : pour N resistors en serie 
soumis a la tension totale V e , la tension Vk aux bornes du resistor de resistance Rk est : 

n - Vr— <’■ (2-u) 

j = 1 

>- Deux remarques importantes : 

• II faut faire attention a appliquer correctement la formule du diviseur de tension 
notamment quand on a des associations de resistances en parallele dans le circuit. 
Par exemple, pour le circuit de la figure 2.22, le calcul de la tension V necessite de 

, r RiV e 

temr compte du fait que et R 2 ne sont pas en serie : on n'aura pas 1/ = . 

R 1 + Ri 

R R 

II faut remplacer R 2 et R 3 par leur resistance equivalente R eq = pour pouvoir 

R 2 + R 3 

appliquer la relation du diviseur de tension a R 1 et R eq : 



V = 



Ren 

^—V e 

R 1 + Req 
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Diviseurs de tension et de courant 





Figure 2.22 Diviseur de tension 
sur une charge. 



1/ 



Figure 2.23 Schema equivalent a un 
diviseur de tension sur une charge. 



• II faut egalement faire attention aux sens des orientations des tensions. 

7.2 Diviseur de courant 

La structure de base du diviseur de courant est donnee par le montage de la figure 
2.24 : on soumet l’association en parallele de deux resistors a un courant d’intensite 
totale i et on cherche l’intensite parcourant l’un d’entre eux. 




V 



1 1 

En utilisant les conductances Gi = — et Gi = — , on peut ecrire les relations 

R] #2 

suivantes : 

h = G\ V 
t 2 = G 2 V 
i = (Gi + G 2 )V 



En faisant le rapport des expressions, on trouve : 

Gr 



G 2 



n = 



Gi + G 2 



-i et i 2 = 



Gi + G 2 



(2.14) 



Les intensites i\ et i 2 sont des fractions de l’intensite totale i, ce qui explique la denomi- 
® nation « diviseur de courant » donnee a ce circuit. Le rapport de l’intensite parcourant 
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une conductance a l’intensite totale est egal au rapport de la conductance consideree 
a la conductance totale. 

Ce resultat est generalisable a plus de deux resistors en parallele : pour N resistors en 
parallele soumis a l’intensite totale i, l’intensite if dans le resistor de conductance Gj, 

■i = (2.15) 

j= 1 

>- Deux remarques importantes 

• II faut faire attention a appliquer correctement la formule du diviseur de courant 
notamment quand on a des associations de resistances en serie dans le circuit. 

• II faut egalement faire attention a I'orientation des intensites. 



8. Utilisation de I'equivalence entre les modeles 
de Thevenin et de Norton 

On considere le circuit de la figure 2.25 et on cherche a calculer l’intensite du courant 
qui traverse la resistance R c . Sur cet exemple, on va montrer l’efficacite de la methode 
utilisant I’equivalence des modeles de Norton et de Thevenin pour simplifier un 
circuit et en determiner un modele equivalent. 

On cherche done un modele de Thevenin equivalent a la partie gauche du circuit 
entre les points A et B de la figure 2.25. On note qu’il ne faut surtout pas toucher la 
resistance R c . 



A 




Figure 2.25 Circuit initial. 



La regie a suivre, comme pour les methodes des mailles ou des noeuds, est de 
transformer les generateurs en modele de Thevenin (E, r ) s’ils sont en serie et en 
modele de Norton (io,g) s’ils sont en paralleles. 
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Utilisation de l’equivalence entre les modeles de Thevenin et de Norton 



Ici tous les generateurs sont en parallele ; on determine done leur modele de Norton, 
soit : 




Le circuit obtenu est celui de la figure 2.26. 




Figure 2.26 Transformation des generateurs en modeles de Norton. 



Puisque tous les dipoles sont en parallele, 
on ajoute les courants de court-circuit et 
les conductances pour obtenir le modele de 
Norton equivalent a l’ensemble du circuit : 

r Eq E\ E 2 E 3 

k) tot = — + — + — + — 

’ 8 R 4R 2 R R 

1 1 1 1 15 

G tot = — + — + — + — = — 

8 R 4R 2 R R 8 R 



A 



E T \0 

Rr D 



Rc 



B 



On obtient le modele de Thevenin equi- Figure 2.27 Modele de Thevenin 

valent a 1’ ensemble du circuit (Cf. figure equivalent au circuit. 

2.27) en ecrivant : 



© 



Ef — 



^0,tot 

G to t 



1 

— (E q + 2 Ei + 4E 2 + 8 E 3 ) 



et 



R'T — 



1 8 

= — R 

G to t 1 5 



(2.16) 
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11 est alors aise de calculer le courant cir- 
culars dans la resistance R c : il suffit d’ap- 
pliquer une seule loi des mailles. Ainsi : 

Ex {Eq + 2E\ + 4i?2 + 8-E3) 
R t + R c ~ 8R + 1 5R C 

Il aurait ete bien plus difficile de cher- 
cher a calculer ce courant directement 
a partir du schema de la figure 2.25 en 
appliquant les lois de Kirchhoff. 



A 




Figure 2.28 Modele de Norton 
equivalent au circuit. 



>- Remarque : Pour calculer I'intensite du courant dans la resistance R c , la derniere 
etape n'est pas indispensable. En effet, a partir du modele de Norton du dipole AB et 
d'un diviseur de courant, on obtient directement : 



G c 

On trouve 



1 

/o,tot = -1 (Eo + 2fi + 4f 2 + 8 £ 3 ) 

+ Slot _ + _ 8R 

R c 8 R 

bien evidemment le meme resultat. 



(E 0 + 2f, + 4E 2 + 8E 3 ) 
8 R + 1 5 R c 
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A. Applications directes du cours 




Resistance variable et source ideale de tension 



On branche en parallele avec un appareil quelconque une resistance variable R et une source 
ideale de tension. 



1. Comment varie la tension aux bornes de l’appareil quand on fait varier R ? 

2. Meme question pour l’intensite du courant qui le traverse. 

3. Que deviennent ces variations si la source n’est plus ideale ? 




Associations de dipoles - Utilisation de la caracteristique 



Soit un dipole qu’on suppose caracterise par une relation u =f(t). La courbe representative de 
cette relation est appelee caracteristique. 



1. On considere que le dipole est represente en convention generateur. Indiquer en justifiant 
la reponse si le dipole fonctionne en generateur ou en recepteur suivant le quadrant du plan 
donnant la tension u en fonction de l’intensite i dans lequel se trouve le point de la caracteris- 
tique. 



2. Meme question si le dipole est en convention recepteur. 

3. Soient deux dipoles Dj et D 2 , le premier de caracteristique u = E — Ri en convention 
generateur et le second de caracteristique u = E' — R'i en convention generateur. On relie 
ces deux dipoles et on note u la tension a leurs bornes et i l’intensite les traversant. Peut-on 
utiliser pour les deux dipoles une unique convention ? Justifier la reponse. 

On prendra dans la suite E = 3, 0 V, E' = 6, 0 V, R = 1, 0 kfl et R' = 6,0 kfl. 



4. On suppose dans cette question que Dj est en convention generateur et D 2 en convention 
recepteur. 

a) Determiner graphiquement puis par le calcul la tension u et l'intensite i. 



b) Preciser le caractere generateur ou recepteur de chacun des deux dipoles. 

5. On inverse les bornes du dipole D 2 . 

a) Quelles en sont les consequences pour l’equation de la caracteristique de ce dipole ainsi 
que pour la convention utilisee pour ce dernier ? 



b) Determiner graphiquement puis par le calcul la tension u et l’intensite i. 

c) Preciser le caractere generateur ou recepteur de chacun des deux dipoles. 
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Calcul de la resistance d’un circuit 



On considere le circuit de la figure ci-dessous, chaque ftl de liaison a une resistance R. Deter- 
miner la resistance totale entre les points A et B puis entre les points C et D. 



A 




Figure 2.29 



ci-dessous. Determiner l’expression de R' en fonction 
B soit egale a R. 




Resistance equivalente 

On considere le montage de la figure 
de R pour que la resistance entre A et 



Figure 2.30 

Determination d’une intensite par differentes methodes 

determiner l’intensite parcourant la resistance R3 du circuit ci-apres a partir de plu- 
sieurs methodes : 

1. en appliquant des transformations successives entre generateurs de Thevenin et de Norton, 

2. en utilisant le theoreme de superposition : 

a) Calculer l’intensite i\ dans R3 lorsque seule la source ideale de tension Ej est allumee. 

b) En deduire en analysant les symetries et les analogies les intensites 12 lorsque seule la source 
ideale de tension £5 est allumee. 

c) Retrouver le resultat deja obtenu par les autres methodes. 




On veut 
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Ri 




Resolution par equivalence entre modeles de Thevenin et de Norton 

Determiner l’intensite du courant circulant dans la resistance R du montage suivant en appli- 
quant les equivalences entre modeles de Thevenin et de Norton. 




C 




Figure 2.32 

Circuit en continu, d’apres CCP-DEUG 2006 

On considere le circuit de la figure ci-dessous. On veut calculer l’intensite i du courant circu- 
lant entre A et B. 



R 




Figure 2.33 
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1. Effectuer le calcul avec la methode des noeuds (transformer les modeles de Thevenin en 
modeles de Norton puis appliquer la loi des noeuds). 

2. Effectuer le calcul en determinant le modele de Norton du circuit a gauche de AB (circuit 
moins la resistance 2 R). Utiliser les transformations et associations de generateurs. 

3. Effectuer le calcul en determinant le modele de Thevenin du circuit a gauche de AB 
(circuit moins la resistance 2 R). Utiliser les transformations et associations de generateurs. 

4. Effectuer le calcul en utilisant le theoreme de superposition sans utiliser les transformations 
de generateur. 



Autre circuit en continu 

On considere le circuit de la figure ci-dessous. On veut calculer l’intensite i du courant circu- 
lant entre A et B. 

A 




1. Determiner le modele de Thevenin et le modele de Norton equivalent au circuit entre A 
et B en l’absence de R par transformations et associations de generateurs. 

2. Determiner l’intensite du courant dans R. 



B. Exercices et problemes 

Modelisation simple d’un cable coaxial, d’apres CCP-DEUG 2006 

Un cable coaxial peut etre modelise par un circuit A 1 A 2 , constitue d’une chaine de n 
modules identiques comportant chacun trois resistors (resistances respectives R/2, 2 R et R/2) 
(figures 2.35 et 2.36). 

Un dipole resistor X\X 2 , de resistance 2 R, est branche en parallele a l’extremite de la chaine. 




Vi 




2 modules 



A 



V 2 



Figure 2.35 



Figure 2.36 
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1. Le dipole est equivalent a un resistor. 

a) Exprimer, en fonction de R , la resistance equivalente Ri, dans le cas d’une chaine ne 
comportant qu’un seul module (figure 2.35). 

b) Meme question pour la resistance R 2 , dans le cas d’une chaine a n = 2 modules 
(figure 2.36). 

c) En deduire, sur le meme principe, la resistance equivalente R„ d’une chaine a n modules. 

2 . Le dipole A\A2 est alimente par un generateur de f.e.m. constante Vq = Vai — Vai- 

a) Determiner, en fonction de Vq et R, la tension V\ = Vxi — Vx2, aux homes du resistor 
XjXt, dans le cas d une chaine ne comportant qu’un seul module (figure 2.35). 

b) Meme question pour la tension V 2 , dans le cas d’une chaine a n = 2 modules (figure 2.36). 

c) En deduire, sur le meme principe, la tension V„ dans le cas d’une chaine a 11 modules. 

d) E 11 deduire la valeur Vqq pour une chaine de longueur infinie ( n — > 00 ). 




Transformation triangle-etoile 



On considere deux circuits : le circuit triangle (figure 2.37) et le circuit etoile (figure 2.38). 
On souhaite trouver les relations entre les triplets de resistances (R[,R2,R3) et (Ra,Rb,Rc) 
pour que, vus de l’exterieur, ces deux circuits aient le meme comportement, c’est-a-dire que 
les tensions Vab, Vbc » V ca et les courants i'a, ib et i'c soient les memes dans les deux cas. 





On se place dans des cas particuliers, en admettant que, grace au theoreme de superposition, 
les resultats trouves seront valables dans tous les cas. 

1. Expression de (Ra,Rb,Rc) en fonction de (Ri,R 2 ,R$). 

a) On se place dans le cas oil (a = 0, is 7 ^ 0 et i'c 7 ^ 0. Representer les deux circuits 
equivalents. Par association de resistances, determiner une relation entre R B , Rc et (Ri ,R 2 ,R 3 ). 



47 



Chapitre 2 - Circuits lineaires dans 1 ’ ARQS 



b) On se place dans le cas ou G 7^ 0 , is = 0 et ic 7^ 0 . Determiner une relation entre Ra, 

Rc et (R1.-R2.-R3)- 

c) On se place dans le cas ou G 7^ 0 , is 7^ 0 et ic = 0 . Determiner une relation entre Ra, 
Rb et (R1.R2.R3)- 

d) En deduire Ra, Rb, et Rc en fonction de ( Ri,R2,R^ ). 

2 . Expression de (Gi,G 2,G3) en fonction de (G^jG^jGc)- 
On note G, la conductance du resistor de resistance R,. 

a) On se place dans le cas ou Vab = 0 , Vbc 7^ 0 et Vca 7^ 0. Representer les deux 
circuits equivalents. Par association de conductances determiner une relation entre G2, G3 et 
(Ga,Gb,Gc). 

b) On se place dans le cas ou Vab 7^ 0 , Vbc = 0 et Vca 7^ 0 . Determiner une relation entre 
Gi, G3 et ( Ga,Gb,Gc )■ 

c) On se place dans le cas ou Vab 7^ 0 , Vbc 7^ 0 et Vca = 0. Determiner une relation entre 
Gi, G2 et (G^,Gb,Gc). 

d) En deduire Gi, G2, G3 en fonction de (Gu,Gb,Gc). 

3 . En utilisant la transformation etablie precedemment, determiner la valeur R pour avoir 
1’ equivalence entre les deux montages suivants : 



r 




o 0 



R 



Montage 2 



Comparaison de deux tensions 

1 . Rappels theoriques : 

a) Qu’appelle-t-on lois de Kirchhoff? 

b) Definir une source ideale de courant. 

c) Rappeler le schema de principe d’un pont diviseur de tension. 

d) Etablir la relation du pont diviseur de tension. 
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2. Methode d’opposition : 




Figure 2.40 



a) On considere le circuit represente ci-dessus. On notera I\ l’intensite du courant traversant 
Ri — x et In celle du courant traversant R 2 . Peut-on appliquer la relation du pont diviseur de 
tension pour determiner la tension aux bornes de x? Justifier la reponse. 

b) On cherche a calculer toutes les intensites du circuit. Montrer qu’il suffit de resoudre un 
systeme de deux equations a deux inconnues pour cela. 



c) Ecrire ce systeme en prenant 7 1 et I 2 comme inconnues. 

d) Le resoudre. 

e) En deduire 1’intensite dans x. 




g) Justifier qu’on puisse comparer deux tensions a l’aide de ce dispositif. 

h) Que pensez-vous de son utilisation lorsque les tensions sont tres differentes ? 

3. Methode du diviseur serie-parallele : 

On dispose de N resistances R, pour i = l, 2, N. 

a) On les associe dans un premier temps en parallele. Etablir l’expression de la resistance 
equivalente a cette association. 

b) On place cette association aux bornes d’une source ideale de courant dont on note 7 q le 
courant de court-circuit. On ajuste la valeur de 7 0 pour que la difference de potentiel aux 
bornes de l’association de resistances soit egale a la tension V\ et que 1’ ensemble ne debite pas 
de courant. Exprimer dans ce cas 7 0 en fonction des R, et de V\ . 

c) On associe dans un second temps les resistances en serie. Etablir l’expression de la resistance 
equivalente a cette association. 



d) On place 1’ ensemble aux bornes de la source ideale de courant 7o dont on ne change 
pas la valeur. Exprimer la tension Vq aux bornes des resistances en fonction de V\ et des 
resistances R,. 

V 0 

e) Exprimer le rapport — en fonction des R,. 

V\ 



V 0 

f) On suppose que toutes les resistances ont la meme valeur R. Que vaut alors le rapport — ? 

V\ 
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g) On suppose que V\ est de l’ordre de 1 V. Comment doit-on choisir le nombre N de 
resistances si Vq est de l’ordre de 10 4 V? 



h) En realite, les resistances ne sont pas rigoureusement egales a R. Pour tenir compte de cet 
ecart, on suppose que R t = R + SR t avec SR , <C R. On note SR la valeur maximale des 

Vo 

ecarts. Donner un encadrement a l’ordre le plus bas de — en fonction de SR, R et N. On 

F V\ 



1 



rappelle que ~ 1 — x quand x tend vers 0. 

1 + x 



i) En deduire l’erreur maximale commise en ne tenant pas compte des ecarts 5_R, dans l’ex- 
pression du rapport des tensions. 



j) Expliquer en quoi l’utilisation d’un tel dispositif est interessante. 




Convertisseur numerique analogique 



Un convertisseur numerique analogique delivre une tension continue U proportionnelle a un 
nombre decimal N qu’on ecrit en base 2. 

Dans ce probleme, on suppose que 0 ^ N ^ 15 et que N = 2°a ( ) + 2 1 ui + 2 2 «2 + 2 3 U3. 



On utilise pour cette conversion un reseau R — 2 R et quatre interrupteurs Kq, K \ , /C 2 et K$ 
relies chacun a une source ideale de courant (de courant a vide 7o). On notera a, Jo le courant 
delivre avec a,- = 0 si l’interrupteur K \ est ouvert et a,' = 1 si l’interrupteur Kj est ferine. 



Le montage est le suivant : 
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1. On suppose dans un premier temps que seul Kq est ferine. Montrer que le montage est 
alors equivalent a : 




On donnera l’expression de x en fonction de R. 

2. En deduire 1 ’ expression de la tension Uam en fonction de R, <13 et Iq. 

3. On suppose maintenant que seul K2 est fernie. Donner le nouveau montage equivalent. 

4. Exprimer U2 en fonction de R , «2 et Iq. 

5. Determiner la relation entre U2 et Uam- 

6. En deduire 1 ’ expression de la tension Uam en fonction de R, 02 et Iq. 

7. On suppose maintenant que seul K\ est fernie. Donner le nouveau montage equivalent. 

8. Exp rimer U\ en fonction de R, a\ et Iq. 

9. Determiner la relation entre Ui et LD 

10. En deduire celle entre Ui et Uam- 

11. En deduire l’expression de la tension Uam en fonction de R, a 1 et Iq. 

12. On suppose maintenant que seul TCo est fernie. Donner le nouveau montage equivalent. 

13. Exprimer Uq en fonction de R, ao et Iq. 

14. Determiner la relation entre Uq et U\. 

15. En deduire celle entre Do et Uam- 

16. En deduire l’expression de la tension Uam en fonction de R, a\ et Iq. 
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17. Lorsque tous les interrupteurs peuvent etre fermes, determiner l’expression de Uam en 
fonction de R, Iq et des coefficients <j ; . 

18. Montrer qu’on peut l’ecrire sous la forme : 

Uam == — - (2°<to + a\ + 2 2 a^ + 2 3 a^) 

k 

19. Quelle est la valeur minimale de Uam ? 

20. Quelle est la plus petite variation possible de Uam ? 

21 . Quelle est la valeur maximale de Uam ? 
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Dans ce chapitre, on etudie les circuits lineaires R, C serie, R , L serie et R, L, C serie 
soumis a un echelon de tension, c’est-a-dire au regime transitoire de ces circuits entre 
deux regimes continus. Pour cette etude, on reste dans le cadre de l’approximation des 
regimes quasi-stationnaires, a savoir qu’on neglige tout phenomene de propagation. 



1. Definitions 

1.1 Regime continu ou variable 

On rappelle que le regime continu correspond au fonctionnement d’un circuit 
lorsque toutes les intensites et toutes les tensions du circuit sont independantes du 
temps : toutes les grandeurs electriques sont des constantes par rapport au temps. Cela 
sous-entend qu’aucun parametre des sources n’est modifie. 

Par opposition, on parle de regime variable quand intensites et tensions varient au 
cours du temps. 

1.2 Regime permanent 

On appelle regime permanent le fonctionnement ou les caracteristiques des intensites 
et des tensions ne varient pas au cours du temps. Cela englobe le regime continu 
qui est un regime permanent mais ce n’est pas le seul type de regime permanent. On 
verra en deuxieme periode que les signaux sinusoidaux correspondent egalement a des 
regimes permanents. 11 sera done necessaire de bien distinguer un regime permanent 
d’un regime continu et de ne pas faire d’amalgame entre ces deux notions. 
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1.3 Regime transitoire 

Cependant il est rare qu’un phenomene dure toute l’eternite : il y a un instant ou 
par exemple on allume les sources. On peut done passer d’un regime permanent a un 
autre. 

On appelle regime transitoire le regime durant lequel on passe d’un regime permanent 
a un autre. 

C’est par exemple ce qui se passe a l’etablissement ou a l’arret d’une source de cou- 
rant ou de tension. Il s’agit d’un regime temporaire par opposition aux precedents 
regimes. Malgre son caractere ephemere, il est cependant d’une grande importance. 
Il peut en effet se produire des phenomenes tres brefs durant lesquels intensite et/ ou 
tension risquent de prendre des valeurs tres grandes, ce qui risque d’endommager les 
composants en les soumettant a des contraintes en dehors de leur domaine de fonc- 
tionnement. 

On s’interesse done dans ce chapitre a ce type de regime sur le cas simple des circuits 
electriques lineaires ne comprenant que des resistors, des bobines, des condensateurs 
et des generateurs modelisables a l’aide des modeles de Thevenin ou de Norton. 



1.4 Echelon de tension ou de courant 

On s’interesse en particular au passage brusque d’un regime continu a un autre regime 
continu. Cela correspond a la reponse du systeme qu’on appelle un echelon de tension 
ou de courant. 



echelons de tension 
u 



ii 



echelons de courant 
i 



Ii 



E 2 



h 



t 



t 



u 



Ex 



t 



h 



h 



t 



Figure 3.1 Echelons de tension et de courant. 



Un echelon de tension (respectivement de courant) est le passage brusque d’une ten- 
sion continue (respectivement d’un courant continu) a une autre tension continue 
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(respectivement a un autre courant continu). Le laps de temps pour passer de l’un a 
1’ autre est infinitesimal. 

On se limite dans la suite aux echelons de tension. 



2. Circuits du premier ordre 

2.1 Equation differentielle du circuit R, C 

On considere le circuit constitue d’un resistor de resistance R en serie avec un conden- 
sateur de capacite C, 1’ ensemble etant soumis a une tension e(t) : 




Figure 3.2 Circuit R, C. 



© 



On cherche a determiner l’expression de l’intensite i(t) et de la tension u(t). 
La loi des mailles donne : 

e = Ri + u 



Or la relation entre l’intensite traversant un condensateur et la tension a ses bornes 
s’ecrit : 



d« 

i = c ~r 

dt 



On obtient alors l’equation differentielle suivante : 

du 1 1 

dt RC U ~ RC C 



soit 



dti u e 

dt t r 



( 3 . 1 ) 



en posant r = RC. 

11 s’agit d’une equation differentielle du premier ordre a coefficients constants dont la 
solution s’ecrit comme la somme : 

• de la solution generale de l’equation homogene associee (c’est-a-dire a second 
membre nul), 

• d’une solution particuliere. 
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On verra dans ce chapitre les solutions particulieres correspondant au cas ou le second 
membre est constant au cours du temps. En deuxieme periode, on s’interessera aux 
solutions particulieres dans le cas des regimes sinusoidaux forces. Dans tous les cas, les 
solutions particulieres decrivent le regime permanent. 

On s’interesse dans un premier temps a la solution generale de l’equation homogene 
associee qui traduit le regime libre. 



2.2 Regime libre 

On appelle regime libre la reponse d’un systeme en l’absence d’excitation. En pratique, 
l’expression de cette reponse est la solution de l’equation differentielle homogene 
associee a savoir de l’equation differentielle a second membre nul. 

En reprenant l’exemple donne au paragraphe precedent, cette solution s’ecrit : 

u = Uq exp ^ ^ 

ou Do est une constante a determiner a partir des conditions initiales. 



2.3 Charge et decharge d'un condensateur 

On s’interesse maintenant a la reponse a un echelon de tension. 



a) Charge d'un condensateur 

On suppose tout d’abord que e(t) passe d’une valeur 0 pour t < 0 a une valeur E pour 
t > 0. 

On doit tenir compte ici a la fois : 

• du regime libre decrit par la solution generale de l’equation homogene associee, 

• du regime permanent donne par u = E dont on verifie qu’elle est bien une solution 
particuliere de l’equation differentielle. 

La constante Uq qui a ete introduite dans l’expression de la solution correspondant au 
regime libre doit etre determinee a partir de la solution generale de l’equation diffe- 
rentielle (3.1) c’est-a-dire de la somme de la solution generale de l’equation homogene 
associee et d’une solution particuliere decrivant le regime permanent. 

On utilise alors la propriete importante que la tension d’un condensateur est une 
fonction continue du temps. On a justifie cette propriete lors de l’etude ener- 
getique d’une capacite par le fait que l’energie stockee dans un condensateur est 
proportionnelle au carre de sa charge ou de la tension a ses bornes et qu’une dis- 
continuite de l’energie correspondrait a une puissance infmie, ce qui n’a pas de realite 
physique. Alors en supposant que le condensateur est initialement decharge, on a : 
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ir(0) = Uq + E = 0 soit Uq = —E et finalement la solution s’ecrit : 

u = e(i- exp(-i)) 

L’intensite peut s’en deduire : 

du 1 ( t \ E ( t \ 

i = C — = CE X — exp = — exp 

At t t) R f V t) 

Les allures de la tension et de l’intensite en fonction du temps sont done : 





Figure 3.3 Charge d'un condensateur. 



On peut noter que la tension aux bornes du condensateur tend vers une valeur limite 
E de fafon exponentielle. 

D’autre part, l’intensite presente une discontinuite en t = 0 : elle passe de la valeur 0 a 
la valeur Physiquement, cette discontinuite peut s’expliquer par la structure meme 
des condensateurs : le courant arrive sur l’isolant et ne le traverse pas instantanement. 

b) Decharge d'un condensateur 

II s’agit de l’effet inverse : on suppose que le condensateur possede une charge initiale 
Q = CE. Ceci est rendu possible par l’existence d’une valeur limite (obtenue au 
paragraphe precedent) de la tension aux bornes du condensateur. A t = 0, on ouvre 
le circuit precedent, ce qui revient a faire passer la tension e de la valeur E a la valeur 0. 
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du u 

L’equation diflerentielle est simplement — + — = 0 dont la solution est : 

t 



u = U\ exp ^ 

avec, par continuite de u, u(0) = U\ = E soit 



On en deduit l’intensite : 



it = E exp ( 



dt( E ( t 

i = C — = exp 

d t R F V r 



Les allures de l’intensite et de la tension au cours du temps sont done les suivantes 





Figure 3.4 Decharge d'un condensateur. 



On remarque que la tension aux bornes du condensateur tend vers 0, ce qui justifie 
le nom de decharge du condensateur. 



c) Temps caracteristique 

Dans les deux cas de charge ou de decharge du condensateur, on voit apparaitre une 
constante de temps : 

t = RC 
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En effet, le produit RC est homogene a un temps puisque l’exponentielle ne peut agir 
que sur un nombre sans dimension. On va chercher a interpreter cette constante de 
temps ou temps caracteristique. 

Pour cela, on determine la tangente a la courbe a l’origine. On se limite au cas de la 
charge et on laisse le soin au lecteur d’etablir des resultats analogues pour la decharge. 

Pour la tension, l’equation de la tangente a l’origine s’ecrit : 




Pour l’intensite, on a : 




On cherche l’intersection de la tangente a l’origine avec l’asymptote. 
• pour la tension, on doit resoudre : 




T 



dont la solution est t = r ; 

• pour l’intensite, on resout : 




dont la solution est aussi t = T. 



La duree r s’interprete done comme le temps qui serait necessaire pour atteindre la 
valeur finale limite avec une croissance lineaire au lieu d’etre exponentielle a partir 
des memes conditions initiales. Cette propriete reste vraie a partir d’un instant to 
quelconque (to ^ 0) 

On en deduit que plus le temps caracteristique est grand, plus la tangente a l’origine a 
une pente faible et plus le systeme est lent a atteindre le regime permanent. 

Au bout de quelques r, on peut considerer : 

• que la tension u est egale a E et que l’intensite i est nulle lors de la charge du 
condensateur, 

• que la tension u et l’intensite i sont nulles lors de la decharge du condensateur. 



d) Aspect energetique 

Pour ce paragraphe, on se place dans le cas ou la charge et la decharge sont completes. 

L’etude energetique d’un tel circuit peut se faire a partir de la loi des mailles : 
dq q 



R 



dt C 



= e. 
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dq 

En multipliant cette relation par idt = — df, on obtient : 

d f 



Rcdt 



1 dq At 

— q — df = ei 
CT df 



soit 



Ridt + d 



2 C 



= eidt 



L’interpretation des differents termes donne : 

• eidf est l’energie fournie par la source de tension, 

• Ri 2 df correspond a I’energie dissipee par efFet Joule dans le resistor R lors du 
passage du courant entre d et df , 

• d correspond a I’energie refue ou « stockee » par le condensateur sous forme 

d’energie electrostatique. 

Pendant la charge, le generateur fournit I’energie 

poo rQ 

W= I eidt = E d q = EQ=CE 2 



Le condensateur stocke l’energie : 



Wc. = 



r+oo 

Jo 



df V2C 



df = 



2 C 



Q2 
2 C 



CE 2 



Le condensateur stocke done la moitie de l’energie fournie par le generateur et l’autre 
moitie est dissipe par effet Joule dans le resistor. 

Pendant la decharge, il n’y a plus d’energie fournie : le generateur est eteint. 

Le condensateur « stocke » l’energie : 

_ , , CE 2 

W r = 



■ J 0 df \2C) J Q \2Cj 2 C 



Le condensateur restitue l’energie qu’il a stocke lors de la charge. Cette energie est 
dissipe par effet Joule dans le resistor, en l’absence de toute autre utilisation. 



P+OO 

Wj= Ri 2 dt = — W c 

Jo 



>- Remarque : On retiendra qu'un condensateur peut stacker et restituer de I'energie 
alors qu'un resistor ne fait que dissiper I'energie sous forme de chaleur par effet Joule. 
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e) Reponse a un signal carre 

Les resultats precedents peuvent s’appliquer au cas ou l’entree est un signal carre de 
periode T. 

On commence par faire l’hypothese qu’a t = 0, la source de tension passe de 0 a E et 
que la tension aux bornes du condensateur est nulle. On observe done la charge du 
condensateur etudiee au paragraphe a). A t = y , le signal d’entree revient a 0 et on 
se trouve dans la situation de decharge du condensateur. 



La difference peut provenir de la definition de la condition initiale. En effet, le 
condensateur risque de ne pas etre totalement charge au moment du basculement. 
11 faudra alors prendre la tension aux bornes du condensateur a cet instant a 

savoir u (— j = E (l — exp (— y^)) et non la valeur E. On obtient alors 



u = E (exp (+ yp ) -l)exp(-i). 



A t = T, on aura un nouveau basculement de 0 a £ et une nouvelle charge du 
condensateur. Cependant celle-ci risque de ne pas etre totalement dechargee et il 
faudra prendre 



T\ 



E{T) = E ( exp ( J - exp ( - — 



T 



comme nouvelle condition initiale au lieu de 0. 



Et ainsi de suite. On obtient done le chronogramme de la figure 3.5. 



e 

E — 



t 



u 




t 




© 



Figure 3.5 Reponse a un creneau lorsque le regime permanent peut s'etablir. 
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Pour les deux cas limites T <C r et T T, les chronogrammes sont les suivants : 



e 



T»t 



E 




T<t 



E 




t 



u 



E r 



1 




t 




Figure 3.6 Influence de la periode sur la reponse a un creneau. 



2.4 Circuit R, L - Etablissement et rupture du courant dans une bobine 
a) Equation differentielle 



On considere le circuit constitue d’un resis- 
tor de resistance R en serie avec une bobine 
d’inductance L, l’ensemble etant soumis a une 
tension e(t) qui passe d’une valeur nulle a une 
valeur E a l’instant t = 0 : 

La loi des mailles donne : 

di 

e = Ri + L — 
df 

et on obtient 1’ equation differentielle suivante : 

di 
d t 



R 




L 



Figure 3.7 Circuit R, L. 



R 1 
—i = —e 

L L 



11 s’agit d’une equation differentielle du premier ordre a coefficients constants du 
meme type que celle obtenue lors de 1’ etude du circuit R, C. On peut l’ecrire sous la 
forme : 

di i e 



df 



Rt 



L 



en notant r = — qu on interprete comme un temps caractenstique. 
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La solution pour t > 0 s’ecrit comme la somme : 

• de la solution generale de l’equation homogene associee : 



i = Iq exp 




• d’une solution particuliere : 

. _ E 
' ~ R 

car e(t) = E est constant pour tout instant t > 0. 

b) Etablissement du courant dans une bobine 

11 s’agit du cas analogue a la charge du condensateur, on en deduit done l’expression 
de l’intensite : 

, = — exp (-- 

Pour determiner la constante Iq, on utilise cette propriete importante : l’intensite 
qui traverse une bobine est une fonction continue du temps. Cette propriete a 
deja ete justifiee par la continuite de l’energie stockee par la bobine. 






Figure 3.8 Etablissement du courant dans une bobine. 



L’expression de la tension s’obtient par derivation : 



d; 

u = L — = E exp — - 
d t ' 



T 
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Les allures de la tension et de l’intensite sont donnees ci-dessus. 

On peut noter que l’intensite qui circule dans la bobine tend vers une valeur limite 
E 

— de fa^on exponentielle. 

D’autre part, la tension passe en t = 0 de la valeur 0 a la valeur E : elle presente done 
une discontinuity aux bornes de la bobine. 



c) Rupture du courant dans une bobine 

II s’agit de l’effet inverse : on suppose que la tension e(t) passe de la valeur E a 0. On 
resout l’equation differentielle et on en deduit l’expression suivante de l’intensite : 



E 

i = — exp 
R ^ 




et de la tension : 



d i E 

u = L — = L — 
d t R 





La encore, on utilise le fait que l’intensite du courant qui traverse une bobine est une 
fonction continue du temps. 

Les allures de l’intensite et de la tension au cours du temps sont done les suivantes : 





On remarque que l’intensite dans la bobine tend vers 0, ce qui justifie le nom de 
rupture du courant dans la bobine. 
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d) Aspect energetique 

Pour ce paragraphe, on se place dans le cas ou l’etablissement et la rupture sont com- 
plets. 



L’etude energetique d’un tel circuit peut se faire directement a partir de l’equation 
differentielle ecrite pour l’intensite i : 

d i 

L— + Ri = e 
d t 

d q 

En multipliant cette relation par idt = — d t, on obtient : 

d t 



Lr 



+ Rrdt = eidt 



soit 



d; , 

Li — dt + Rrdt = eidt 
dt 



L’interpretation des differents termes donne : 

• eidt est l’energie fournie par la source de tension entre t et t + dt, 

• Ri 2 correspond a l’energie dissipee par effet Joule dans le resistor R lors du passage 
du courant entre t et t + df, 

• d correspond a l’energie refue ou « stockee » par dans la bobine sous forme 
d’energie magnetique. 

Pendant l’etablissement du courant, le generateur fournit l’energie 

r°° t p 2 

W = J ' eidt= — = LI 2 

La bobine stocke une partie de l’energie : 




Le reste est dissipe par effet Joule dans le resistor. 

Pendant la rupture du courant, il n’y a plus d’energie fournie : le generateur est eteint. 
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La bobine « stocke » l’energie : 



W L = 





LE 2 _ LIq 
2 R 2 ~ 2~ 



La bobine restitue l’energie qu’elle a stockee lors de l’etablissement du courant. Cette 
energie est alors dissipee par effet Joule dans le resistor, en l’absence de toute autre 
utilisation. 

On retiendra qu’une bobine peut Stocker et restituer de l’energie alors qu’un resistor 
ne fait que dissiper l’energie sous forme de chaleur par effet Joule. 



e) Reponse a un signal carre 

Les resultats des paragraphes 2.3.b et 2.3.c peuvent s’appliquer au cas ou l’entree est 
un signal carre de periode T. 




Figure 3.10 Reponse d'un circuit R, L a un creneau. 



Par analogic a l’etude faite lors de la charge et de la decharge d’un condensateur a 
travers un resistor, on obtient le chronogramme de la figure ci-dessus pour T ~ t. 
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3. Circuits du second ordre 

3.1 Equation differentielle du circuit R, L, C serie (figure 3.11) 

On applique une loi des mailles : i L R 

d i 

u + Ri + L — = e 
dt 

Or la relation tension - intensite pour un 

condensateur s’ecrit : 

i = C — 
dt 





A CZi 












c “ 





Figure 3.11 Circuit R, L, C serie. 



On obtient finalement l’equation differentielle suivante : 

d 2 u 



LC 



dt 2 



du 

RC — + u = e 
dt 



11 s’agit d’une equation differentielle lineaire du second ordre a coefficients constants 
et second membre non nul. 



3.2 Regime libre ou propre 

Comme precedemment, on appelle regime propre ou regime libre le regime corres- 
pondant a l’absence de source exterieure. 

On cherche done les solutions de l’equation differentielle homogene associee : 

d 2 u 



LC 



dt 2 



du 

RC — + u = 0 
df 



qui est une equation differentielle du second ordre a coefficients constants sans second 
membre. 

On peut remarquer qu’on peut reecrire cette equation differentielle en utilisant les 



parametres 0 )q = 



—== et ^ = 
v/LC 2 



R C 



On verra que 0 )q est homogene a une 



pulsation et s’exprime done en rad.s et que ^ est une grandeur sans dimension. 

d 2 ii R du 1 

— — + + u = 0 

df 2 L df LC 



soit 



et 



d 2 « R\fCa>{) dii 7 

— & + ,o '’“ = 0 



dt 2 



dru du 7 

— + 2£co 0 — + (o 0 u = 0 
df- df 
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a) Equation caracteristique 

Ce type d’equations differentielles se resout en introduisant la notion d’equation 
caracteristique. 11 s’agit de chercher des solutions sous la forme u = Uq exp (rt) done : 

(r + 2 g(o Q r + U Q exp (rt) = 0 

Comme exp(ri) ne s’annule jamais et que Uq = 0 conduit a la solution identiquement 
nulle ne presentant pas d’interet, on en deduit l’equation du second degre en r appelee 
equation caracteristique : 

r 2 + 2^(o a r + = 0 

Le discriminant s’ecrit : 

a = 4« 2 (e - 1 ) 

qui peut prendre to us les signes possibles. On obtient les trois cas suivants : 

1. A > 0 : l’equation caracteristique admet deux solutions reelles : 

r = — ± (o 0 s/ g 2 — 1 

2. A = 0 : l’equation caracteristique admet une solution double : 

r = -ga) 0 



3. A < 0 : l’equation caracteristique admet deux solutions complexes conjuguees : 

r = —gaio ±j(o () y / 1 — i; 1 

ouj 2 = - 1 . 

On peut s’interroger sur la signification physique de la valeur limite. On aura A > 0 

a condition que C 2 ^R 2 — > 0 soit R > 2y^^. La dissipation d’energie ayant 

lieu au niveau de la resistance, cette inegalite permet de mesurer l’importance de la 
dissipation d’energie dans le systeme. 

Les trois cas conduisent a trois types de solutions differentes. 



b) Regime aperiodique 

11 correspond au cas ou A > 0 soit R > 2 ou ^ > 1. On a alors une forte 
dissipation par effet Joule du fait d’une resistance importante. 

L’equation caracteristique admet deux solutions reelles : 

n = ~io)o - MoV £ 2 — 1 et r 2 = — £( 0 0 + co 0 y/ g 2 — 1 

La solution de 1’ equation differentielle est une combinaison lineaire des deux fonctions 
exp (nt) et exp (r 2 t) : 

u = U\ exp (fit) + U 2 exp(t 2 i) 
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ou Uj et U 2 sont deux constantes a determiner a l’aide des conditions initiales. En 



effet, u(t) est la tension aux bornes d’un condensateur, c’est done une fonction conti- 

dw 

nue du temps, tout comme ((f) = C— qui est l’intensite du courant traversant une 



bobine. 



On peut tout d’abord noter que q et r 2 sont negatifs. Pour q, le resultat est evident a 
cause des signes « — » et du fait que ^ et Q)q sont par definition des quantites positives. 
Pour i' 2 , il faut remarquer que > f 2 — 1, ce qui implique la negativite de q. 
Ce resultat assure l’existence physique de la solution qui ne tend jamais vers l’infini. 
Une solution tendant vers l’infmi n’aurait pas de sens physique et un tel resultat sous- 
entendrait que d’autres phenomenes non lineaires doivent etre pris en compte. 

De la solution donnant la tension u aux homes du condensateur, on peut deduire 
l’expression de l’intensite i (ce qui permettrait, si le besoin s’en faisait sentir, d’obtenir 
les tensions aux bornes de l’inductance et de la resistance) : 

du 

i{t ) = C— = Cq U\ exp (qf) + C 12 U> exp (r?t) 
at 

En supposant que U\ et U 2 sont posi- 
tifs et avec comme conditions initiales 
u( 0) = U et j(0) = 0, on obtient les 
allures donnees par la figure ci-contre 
pour la tension u et l’intensite i. On 
notera qu’ici on utilise a la fois la conti- 
nuite de l’intensite dans la bobine et la 
continuite de la tension aux bornes du 
condensateur pour calculer les valeurs de 
Ui et U 2 . 

Il ne s’agit que d’une allure. Il faudrait 
realiser une etude plus complete de la 
fonction pour garantir le trace. Cepen- 
dant on peut noter les points suivants : 

• la solution tend vers 0 a l’infmi, 

• les conditions initiales imposent la 
valeur initiale ainsi que la pente ini- 
tiale des courbes, 

• il n’y a pas d’oscillations mais unique- 
ment des combinaisons lineaires d’ex- 
ponentielles decroissantes : les seuls parametres modifiant failure ne peuvent etre 
que les constantes Uj et U 2 . 

L’ absence d’oscillations donne le nom d’ aperiodique a ce regime caracterise par l’ab- 
sence de phenomenes periodiques. 
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c) Regime critique 

Le regime critique correspond a la valeur A = 0 soit R = 2 et £ = 1 qui est 
la valeur critique entre le regime aperiodique qui vient d’etre etudie et le regime 
pseudoperiodique qui sera vu au paragraphe suivant. 

Dans ce cas, l’equation caracteristique admet une solution double 

r = -o) 0 

La solution peut done s’ecrire sous la forme : 

u(t) = (Uo + U\t) exp (—t oot ) 

ou Uo et U\ sont des constantes a determiner avec les conditions initiales (grace a la 
continuite de u et de i a t = 0). 

On en deduit l’intensite dans la branche : 
du 

i = C— = C [U i — coqUo — (o Q U\t) exp (— M 0 t) 
at 

L’ allure de u(t) et i(t ) sont du meme type que pour le regime aperiodique. Les memes 
remarques relatives aux allures peuvent etre formulees. 

11 n’y a done pas de difference majeure au niveau du sens physique des regimes ape- 
riodique et critique. On peut noter qu’experimentalement le regime critique sera 

impossible a obtenir car il faudra que la condition R = 2 ^/^ rigoureusement 
veriftee, ce qui est en pratique impossible a realiser. La seule difference pro vient du 
fait que les fonctions tendent vers 0 plus vite dans le cas du regime critique. Le retour 
a l’equilibre est alors plus rapide pour le regime critique que pour le regime aperio- 
dique. 

Il faut retenir que le regime critique est un cas limite entre les deux autres regimes. 

d) Regime pseudoperiodique 

Il correspond au cas ou le discriminant A de l’equation caracteristique est negatif soit 
R < 2 ou f < 1, ce qui correspond a une faible dissipation et a une faible valeur 
de la resistance. On a done deux solutions complexes conjuguees : 

r± = — gcoo ±j(o 0 \/l — i 2 = —^(Oq ±ja> 



La solution de l’equation differentielle peut s’ecrire sous la forme : 

u(t) = (Ui cos wt + U 2 sin cot) exp (— f toot) = Uo cos (cot + cp) exp (— f toot) 

ou U\ et LL (ou bien Uo et cp) sont des constantes que l’on determine a l’aide des 
conditions initiales, en utilisant la continuite des fonction u(t) et i(t). 
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On obtient done deux parties dans cette solution : 
• des oscillations periodiques a la pulsation 



(x) = (O 0 y / 1 — f 2 



correspondant a la partie imaginaire des solutions de fequation caracteristique, 

• une attenuation exponentielle de l’amplitude associee a la partie reelle des solutions 
de fequation caracteristique. 

C’est pourquoi on qualifie ce regime de pseudoperiodique ou encore de sinusoidal 
amorti. 

Dans la suite, on utiliserala solution sous la forme : u(t) = Uq cos (cot + <p) exp(— £(Oot). 
On peut en deduire l’expression de f intensite par la relation : 



On en deduit failure suivante sur laquelle on peut formuler les remarques suivantes : 

• elles tendent toujours vers 0 en oscillant quelles que soient les conditions initiales, 

• les conditions initiales imposent les valeurs a forigine des courbes ainsi que leur 



• un maximum pour la tension u correspond a une valeur nulle pour l’intensite 

du 

puisque i = C— , 
df 

• les courbes sont comprises entre deux exponentielles qui en constituent les enveloppes. 




CUq (aa) 0 cos (cot + (p) + co sin (cot + cp)) exp (— £(o a t) 



tangente, 



u 



decroissance exponentielle 



pseudoperiode 







;< >: 






oscillations 



t 




-► t 



Figure 3.13 Regime pseudoperiodique. 



Pseudoperiode 

On definit une pseudoperiode correspondant a la periode de la partie oscillante en 
cos cot. 11 s’agit done de 



© 




\/l — £ 2 
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Si on avait un regime sinusoidal non amorti (correspondant a l’absence de terme en 
du 

— et done a une resistance R nulle), on aurait une periode dite periode propre : 



277 

T 0 = — 

0) 0 



Decrement logarithmique 

On deftnit une grandeur permettant de mesurer la rapidite de la decroissance expo- 
nentielle de 1’ amplitude : il s’agit du decrement logarithmique. Pour cela, on considere 
deux instants successifs pour lesquels l’amplitude passe par un maximum, e’est-a-dire 
pour lesquels cos (cot + <p) = 1. Il s’agit de deux instants separes par une pseudope- 
riode. 

Les amplitudes correspondantes sont respectivement 

u(t + nT) = U exp (— (t + nT)) 



et 

u(t + ( n + 1)T) = U exp (— goo^ (t + (n + 1)T)) . 

Le rapport entre ces deux amplitudes vaut : 

u(t + nT ) U exp (—^coq (t + nT)) 

u(t + (n + 1) T) U exp (—g(o {) ( t + ( n + 1) T)) 

= exp (f<w 0 T) < 1 

La decroissance de la tension d’une pseudoperiode a l’autre correspond a une suite 
geometrique qu’on quantifie comme suit : 

§ = i n »(^ + nT ) 

u(t + (n + 1) T) 

= go 0 T 

S est appele decrement logarithmique. 

Cas d'un faible amortissement 

Il s’agit d’un regime pseudoperiodique pour lequel l’exponentielle exp (— ^oo^t) vaut 
presque 1 car £, (Oq <C 1. On aura alors une tres faible valeur de ^ et de la resistance. 
Dans ce cas, la pseudoperiode s’identifie a la periode propre : 
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e) Comparaison des trois regimes 

Les resultats precedents peuvent etre resumes par la figure suivante : 




Figure 3.14 Les trois regimes d'un circuit R, L, C serie. 



3.3 Reponse a un echelon 

Dans ce cas, l’equation differentielle a un second membre non nul, ce dernier etant 
constant. La solution est done la somme : 

• de la solution de l’equation homogene associee ou regime libre wjibreW qui vient 
d’etre determinee, 

• d’une solution particuliere de l’equation avec second membre, que l’on cherche 
constante. 

On aura alors si e = Eq une solution particuliere u = Eq et la solution globale s’ecrit : 

11(f) E() ~t~ tt]ibrc (f) 

On retrouve pour Mubre(0 l’ un des trois cas precedents. 

Le point important a noter est la necessaire determination de la valeur des constantes 
de la solution Mubre(0 en tenant compte de la solution particuliere. Les conditions 
initiales sont defmies globalement et s’appliquent a la solution generale meme si les 
constantes n’apparaissent que dans la partie »ubre(0- La procedure est done la suivante : 

1. determiner la forme de la solution de l’equation homogene associee en introdui- 
sant des constantes, 

2. chercher une solution particuliere, 

3. determiner la valeur des constantes a partir des conditions initiales sur la solution 
generale. 



3.4 Aspects energetiques 

Comme pour les circuits du premier ordre, on reprend l’equation differentielle pour 
realiser l’etude energetique. On l’ecrit : 



e = L- 



d; 

df 



Ri 



1 

C 
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dq 

et on la multiplie par idt = — dt soit : 

d t 



d i t ci del 

eidt = Li — df + Rrdt + -dt 

df C df 



9 , / Li q z 

= Ri 2 dt + — + -2- 

V 2 2 C 

par des transformations deja vues dans la partie sur les circuits du premier ordre. 

Ces differents termes peuvent s’interpreter de la fafon suivante. 

1. eidt est l’energie fournie par le generateur entre t et t + dt, 

2. Ri 2 est l’energie dissipee par effet Joule dans le resistor sous forme de chaleur entre 
t et t + dt, 



3. d 



Li 2 

~ 2 ~ 



2 C 



correspond a la variation d’energie entre t et t + dt : 
Li 2 



• magnetique — y- de la bobine, 

2 

q 

• electrostatique du condensateur. 

4 2 C 

Cette energie est stockee ou cedee lors du passage d’un courant dans le circuit. 



Le bilan energetique montre que l’energie apportee par le generateur est en partie 
dissipee par effet Joule dans le resistor et en partie stockee dans la bobine et dans le 
condensateur. Ces derniers peuvent a leur tour ceder cette energie quand il n’y a plus 
de generateur, cette energie cedee est alors dissipee dans la resistance. 



3.5 Facteur de qualite dans le cas d'un amortissement tres faible 



Dans le cas d’un amortissement tres faible, a savoir d’une tres faible valeur de resis- 
tance, on peut calculer la perte d’energie au cours d’une pseudoperiode T. 



L’energie £ est une fonction quadratique de l’intensite ou de la tension. Chacune 
de ces deux grandeurs est, dans le cas d’un amortissement tres faible, une grandeur 
oscillante dont l’amplitude diminue exponentiellement avec un facteur exp (— ^tt>of). 
L’energie oscille done egalement et le facteur de decroissance vaut : exp (— 2£co 0 t). 
Pour deux instants separes par une pseudoperiode, la phase sera la meme. On en 
deduit le rapport : 



£(t + T) 
£(t) 



exp (-2 €(d q T) 



et : 



A £ £(t) - £{t + T) i £{t + T) 

~£ ~ Jit) “ £(t) 



1 - exp (-2 g(D 0 T) 
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Lorsque l’amortissement est faible, on a ^ — > 0 et T ~ T 0 soit ~ £( 0 Q T Q et on 

peut faire un developpement limite : 



A£ 

T" 



= 1 - (1 - 2g(o 0 T 0 + . . .) ~ 2£m 0 T (} = 4va 



On pose Q = —.11 s’agit du facteur de qualite du circuit oscillant qu’on reverra en 

seconde periode. On obtient done ici une interpretation energetique du facteur de 
qualite dans le cas d’un amortissement tres faible et uniquement dans ce cas : 



Q = 2 *A£ 



© 



75 



EXERCICES 



A. Applications directes du cours 



Annulation d’un regime transitoire 

On considere un circuit forme de l’association en serie d’un generateur de tension ideale de 
f.e.m. E, d’une bobine reelle d’inductance L et de r, et d’un interrupteur. 

1. Determiner l’expression du courant parcourant le circuit apres la fermeture de l’interrup- 
teur. Interpreter les deux termes obtenus. 

2. On souhaite annuler dans le courant traversant le generateur, les effets du regime tran- 
sitoire lie a la fermeture de l’interrupteur Pour cela, on place en parallele sur la bobine un 
condensateur de capacite C en serie avec une resistance R. 

a) Determiner la nouvelle expression du courant traversant le generateur. 

b) En deduire les valeurs de C et R a choisir. 




Influence d’un condensateur dans un circuit RL 



Soit un generateur de tension de force electromotrice E et de resistance interne r. II est place 
aux bornes d’une bobine d’inductance L et de resistance R. On suppose qu’a l’instant initial, 
l’ensemble fonctionne en regime permanent. On branche alors en parallele avec la bobine un 
condensateur de capacite C. L’objet de ce probleme est l’etude de l’intensite i traversant la 
bobine. 



1. Determiner la valeur de i a t = 0 + juste apres avoir branche le condensateur. 

» . d i 

2. Meme question pour — . 

df 

3. Etablir l’equation differentielle verifiee par i. 

4. Rappeler la valeur numerique usuelle de r. 

5. On donne L = 43 mH, R = 9, 1 fl et E = 5, 0 V. Quelle valeur doit-on prendre pour C 
pour observer un regime quasiperiodique ? 

6. Determiner l’expression litterale de i si C = 10 /U.F. 




Deux condensateurs en serie avec une resistance, d’apres I.C.N.A. 2003 



Deux condensateurs de capacites respectives C i et 
C 2 sont relies par une resistance R (figure 3.15). 
A l’instant initial, leurs charges respectives sont 

c c 

Q10 = Qo et Q20 = 0 - On pose : r = R ' ~ - 

Ci + C2 

1. Etablir l’expression a la date t de l’intensite i du 
courant dans la resistance R. 



C, 




2. Determiner les charges Qi(i) et Q 2 (f) des deux Figure 3.15 

condensateurs a la date t. 
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3. Calculer la variation de l’energie emmagasinee dans les deux condensateurs entre l’instant 
initial f; et l’instant final tj. 

4. Calculer l’energie consommee par effet Joule dans la resistance R entre les instants t = 0 
et f. 



Condensateur en parallele sur une bobine et alimente par un echelon de 

courant 

Une source de courant ideale delivre un echelon de courant : 

• i g {t) = 0 pour t ^ 0. 

• *^(0 = h pour t > 0. 

dans un circuit constitue d’un condensateur de capacite C, initialement decharge, en parallele 
sur une bobine d’inductance L et de resistance R, avec R < 2y /^. 

1. Etabhr 1’ equation differentielle du courant i(t) dans la bobine : 



cP i Rdi 1.1 
dfl Ldt LC'-LC 1 0 



Mettre cette equation sous forme canonique et determiner l’expression de la pulsation propre 
<Wo et du facteur de qualite Q. 

2. Determiner l’expression generate de i(t) faisant apparaitre deux constantes. 

3 . a) Quelles sont les grandeurs continues a t = 0 ? 

b) En deduire les valeurs de i(0 + ) et i<(0 + ) (tension aux bornes de la bobine L, R), a t = 0 + . 

c) Determiner les constantes d’integration de /(f). 



B. Exercices et problemes 



Circuit RL alimente par une tension creneau, d’apres ENSTIM 2003 

On se propose d’etudier la reponse d’un circuit (RL) a une tension en creneaux delivree par 
un generateur basse frequence (G.B.F.). Le circuit represente sur la figure ci-dessous comporte 
une bobine parfaite d’inductance L, un resistor de resistance R et un G.B.F. delivrant une 
tension en creneaux u representee sur la figure ci-dessous. 



m (f) 



o 



R 





n 




Figure 3.16 



Figure 3.17 



77 



